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Beitrag zur Biegungstheorie der Mehrpilzplatte. 
Von W. Miiller, Miinchen. 


Mit 6 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es wird eine rechteckige querkraftfrei eingespannte Platte (Pilzdecke) 
vorausgesetzt, die gleichmaGig belastet und durch mehrere (k?) symmetrisch zu den Mittellinien 
der Platte angeordnete dine Saulen gestiitzt wird. Dabei tritt in der Darstellung die Unter- 
scheidung hervor, ob k gerade oder ungerade ist. Nach der Umformung des Ausdruckes fiir 
die Durchbiegung in einfache Reihen werden noch die Biegungsmomente, namentlich die Momenten- 
summe, durch Differentiation, entwickelt. Die gegebenen Formeln umfassen eine groBe Zahl 
von Sonderfallen, die vom Verfasser teilweise bereits friiher behandelt wurden. 


Summary. Supposed a rectangular plate (flat slab floor), fixed in a manner to be free from 
transverse forces, uniformly loaded and supported by several (k?) thin columns, symmetrically 
arranged in respect to the bisecting lines of the plate. A feature which plays an important part 
is whether the figure “‘k”’ is an even or an odd number. After transforming the term concerning 
bending or deflexion into simple series the bending moments, and in particular the total of 
the moments, are developed by way of differentiation. The formulae given comprise a great 
number of special cases which had partially already been treated by the author at an earlier date. 


Résumé. Supposée une plaque (dalle champignon) rectangulaire, encastrée de fagon & étre 
libre de toute force transversale, portant une charge distribuée uniformément et soutenue par 
plusieurs (k?) colonnes minces, arrangées symétriquement a l’égard des lignes médianes de la 
plaque. Il faut faire une différence entre la valeur k étant pair ou impair. Aprés la transformation 
en séries simples du terme se référant a la flexion auteur développe encore par différentiation 
les moments de flexion et notamment le total de ces moments. Les formules indiquées comprennent 
un grand nombre de cas spéciaux que l’auteur avait en partie déja traité au préalable. 


1. Einleitung. 


In zwei in Kiirze erscheinenden Arbeiten ist die Durchbiegung einer querkraftfrei 
eingespannten, gleichmafig belasteten und durch vier Pilzsiulen gestiitzten recht- 
eckigen Platte behandelt und die dazugehérigen Momente berechnet worden. Wir 
wollen jetzt die Betrachtungen unter Beibehaltung der Randbedingungen dahin 
verallgemeinern, da wir eine gréBere Anzahl von Sttitzen annehmen, die zunachst 
symmetrisch zu den Mittellinien der Platte liegen sollen und deren Stiitzflahen 
wir im ersten Ansatz als rechteckig voraussetzen, um dann zum Grenzfall kleiner 
Stiitzflachen iiberzugehen. Durch besondere Wahl der Stiitzpunkte, die auch zu- 
sammenfallen kénnen, gelangen wir dann unter anderem zu den bereits friiher durch- 
gerechneten Fallen der Ein- und Vierpilzplatte. 


2. Die Form der Entwicklung der Druckfunktion. 


Wenn wir das Koordinatensystem in die linke untere Ecke des ebenen Platten- 
rechteckes mit den Seiten a und b legen und die Achsen mit den beiden im Anfangs- 
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punkt sich schneidenden Rechtecksseiten zusammenfallen lassen, so 1aBt sich ent- 
sprechend den Randbedingungen fiir die Druckfunktion p (a y) folgender Ansatz 
machen: 


P(x y) = Po — Vf (x) 9 (Y); (1) 
wo f(a) und g(y) durch Reihen von der Art 
5: 
f(a) =42 + A, cosm n=: g(y) =5° +> B, cosna (2) 


darstellbar sind.- Die unbestimmten Koeffizienten A,, A,,, Bo, B, sind dann nach 
Fourier aus den Integralen 


Ay=~\ f(a) de; A,, =~ | f(x) cosma dx; 
: ; (3) 
2 2( 

B= + \9(y) dy; B, = \9(y)cosnay dy | 


zu bestimmen, deren Auswertung von der Lastverteilung abhangt. 


3. Der Fall der geraden Anzahl der Saduien bei rechteckigen Stiitzflachen. 


Wir wollen nun im ganzen k? paarweise symmetrisch zu den Mittellinien des 
Rechteckes angeordnete Stiitzen voraussetzen, wo k zunachst eine gerade Zahl sein 
soll. Die Koordinaten der Mittelpunkte der Stititzflachen in dem Viertelrechteck 


(Us re $3 Cap ee ss seien (x; y;), wo 7 die Zahlen von 1 bis Sk durchlauft. 
Dann gehéren zu den Punkten (x, y;) die symmetrisch gelegenen Stiitzmittelpunkte 
(@— 2%, Y:); (%,56 —y:); (@— u,b — y,). Dabei soll 2;., > %, Y¥i41 > Y: USW- 
sein. Ferner nehmen wir zundchst an, da die rechteckigen achsenparallelen Stiitz- 
flichen die gleichen Seitenlangen 2a « < (%;,, — x;) und 2aB < (y;,, — y;) haben. 


A b ; : s 
Wenn wir = = == 9 A | ~Setzen, so besteht zwischen der Einheitslast p, 


der Platte und dem Einheitsdruck qg lings der Stiitzflichen folgende Gleichgewichts- 
bedingung: pab=h-4eaBq oder pA=4hafe. (4) 
Bei der Auswertung der Integrale (3) ist zu beachten, 
da die Funktionen f und g innerhalb der Stiitz- 
flachen den Wert Eins und au8erhalb dieser Flachen 
den Wert Null annehmen. Dann ergibt sich sofort 


A B 
Sa 2ksx; Se one. (5) 


2 
Ferner wird 


Ae ss {[sin Mr fe “fj En m ney tN = 


1—¢, oO 


4. 
nee Me TO Nee > cos m 2 &;, 
i 


An 


am Sinm x o y cos m 2 &;, 


uv 


(6) 


Abb. 1. Spiegelung einer rechtecki- 8 : B ; 
gen Stiitzflache an den Mittellinien. Bis soar sin n a oe COS Mm 7 “ 
der Platte. : 


v 
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und man sieht, daf fiir m bzw. n die Folge der geraden Zahlen 2, 4,6... zu nehmen 
ist. Wenn wir die Bezeichnung 
D>) cosmné, = =m, >) cos nx Sa = $, (7) 


sa re 


einfiihren, so erhalten wir fiir die Druckfunktion folgende Reihe: 


B n 
| tee ale 2h a 8 tmenmrecm ae fl Pee Baas 
P=Po—4i2ka +— 2 et 

m 


n ; (8) 


und bei Benutzung von (4) ergibt sich, wenn wir uns auf den Grenzfall x = f -> 0 
beschranken, 


4 4 
p= — =p |S tm cosm a & se a cos nor + EE cos m x € cos not. (9) 
m ve ; m n 
(m,n = 2,4,6,...) 
4. Die Reihe fiir die Durchbiegung und ihre Umformung. 
Benutzt man die bekannte Differentialgleichung 
1 Crag rw \2 p (x y) 
iA Ve aa (Se | eer (10) 


fir die Durchbiegung w, so gewinnt man nach der Methode der unbestimmten 
Koeffizienten fiir w die RROD GS HOE 


4 py, at cos mz & en cos na 
0 , 
CO Ways ea 2" ee ead Dy aaa T Ga 
nN 
1] 
1» 8, COSM mE COSN A — (11) 
4 4 m1 A 
a pa 2a 272 5 \ ae ie 
m nN 
= Wy We Wy We, (m,n = 2,4,6..-.), 


in der w, eine willkiirliche Konstante bedeutet. 


Nach dem bereits mehrfach angewendeten Verfahren wollen wir zunichst die 
Doppelreihe dadurch umgestalten, da wir etwa die auf die Variable und die Lauf- 
zahl n sich beziehende Doppelreihe summieren. Wir benutzen zu diesem Zwecke 
folgende, an anderer Stelle angegebene Grundformel 


onzojoay + 2 Gin oF y Sin w ($—,) + €of w ($—) ‘ 
0G = = Z =a 2 ot 
oe. re a 16 w Sin? @ A . 

(0 <y <2n), (12) 


Um diese Formel anwenden zu k6nnen, setzen wir z. B. fiir 7 < 7, < 7, das heibt 
im Gebiet I 
ny NTN; 


1 nN 1 nm 
cos —7—- COS = COS] (yn; — ny) + cos 7 (4; 7 n)| (13) 


also y = (n; —) bzw. = = (n; +7), ferner o = Aw. Dann ergibt sich, wenn 


: 1 4 : 
wir das von 7 unabhiangige Glied — 3 jp ee C,,, bezeichnen, 


1* 
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cos n a“ cos m af. “ / 
P Seat aC a! es - ma ACoj may, 8oj may + 
= (We B+ np ieee Sint mx 4 \ 


A 


+26mmans 0 Sint m 20 (5 — ne) Cofrm sey + (14) 
+ Gof mx (5 — ne) (Gof may — man Sin m xm)|' (7's 2 BO 5 ies) 


Die zweite Reihe w, kann sofort summiert werden, wenn man die aus (10) fiir w > 0 
entstehende Reihenformel 


to) hip ied: Wi ; 

St = alo yt + in — yl in eae ae ao (15) 
n 

anwendet. Man erhalt dann bei Benutzung von (11) 


COS fh It _ cos n a aA 
a = = konst. — 3 [yt + A 9? + 2 (A — na? — 6.0; (A — 93) 7). 
(16) 
Die Umformungen (14) und (16) fiihren dann ohne weiteres zu dem neuen Ausdruck 
fiir die Durchbiegung. Dabei ist zu beachten, daB das Glied C,, nach Multiplikation 
mit : 


n 


k 16 14 py a4 rm cos m a & 

2 kant N 
und Summierung tiber m zum negativen Wert der ersten Reihe w; fiihrt, die sich 
daher im Endresultat heraushebt. 


Setzen wir dann noch in der einen noch tibrigbleibenden Reihe 2 7 an Stelle von m 
und fiihren die folgenden Abktirzungen ein, 


NHAC 2naH; oj nay 
Sinn aA 


®,,(4;) = ©, (n) = +2727, Sin2na (5 — 1) Gof 227 sie 
+Coj2nx(5—m,| (Coj 2nuy —2na7y Gin2nz7n), 
(4) = af + BaP nea gi Oe Ae are 


ferner die iiber alle Grundpunkte erstreckte Summen 


k k 
2° 2) 
®,,(n) = 376, (n);  @(n) =>’ (n), 
4=1 t=1 


so erhalt man nach (12) und (14) folgende Gesamtdarstellung der Durchbiegungs- 
funktion w im Gebiet I 


ee eee Py a b rn D, (jy) cos2naz& 
it = Wo + see YO) apa Of Gk © ae eee as) 


n 


Da die Formel (11) nur fir y > 0 giiltig ist, so sieht man aus (12), daB die Biege- 
funktion w,; im Gebiet IL (j, < 1 < 72) dadurch gewonnen wird, daB in den 7 und 7, 
enthaltenden Funktionen in w,; die GroBen 7 und 7, miteinander vertauscht werden. 
Kbenso leitet sich wy, fiir das Gebiet II] (7. <1 <3) dadurch aus w,, her, da® 
in den 7 und 7, enthaltenden Funktionen die GréBen 74 und 7, miteinander vertauscht 
werden. Bei diesen Vertauschungsoperationen bleibt, wie man sieht, das Produkt 
S, COS 277 Unverandert. 
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5. Betrachtung einiger Sonderfiille. 


a) Wir betrachten zunachst den Fall der sechzehn Stiitzpunkte, der dem 
Werte k = 4 entspricht. Die Lage der Stiitzpunkte kann aus den vier Grundpunkten 


im ersten Quadranten (0 < & < oS Or =) mit den Koordinaten (£, 7), (€2 1); 


1 


(£1 %2), (2 m2) durch Spiegelung an den Mittellinien & — a7 = 5 gewonnen werden 


(vgl. Abb. 2). Es werden dann’ z. B. 


= 


n= cos2nmé, + cos2nz7&,, | 
®,, (n) = B, (4) + ©, (n), (18) 
p(n) = Pn” + Pn)” | 


und nach Einsetzung der Konstanten ergibt sich als Durchbiegungsfunktion 


PEO Po @ b ®,, (n) tn COS2n mE 
UN) a nN nGinnna * (19) 


n 


Abb. 2. Abb. 3. Abb. 4. Hinpilzplatte (Durchlaufende Pilz- 
Sechzehnpilzpiatte. Vierpilzplatte. decke mit regularem Stiitzpunktgitter). 


b) Fallen beide Punkte im ersten Quadranten zusammen, ist also £, = é, = &p, 
4, = Nz = %, SO haben wir den Fall der Vierpilzplatte, die an anderer Stelle 
ausfiihrlich behandelt worden ist. Wir erhalten fiir diesen Fall in ausfiihrlicher 
Schreibweise 


w = Wy + EOS ft $B? + nd (A — no)? — 6 Mo (A — 0) 977] — 


| 
+ 


Dy a b W7 cos 2 nm Eg cos2n7é fn wA Co] 2n x Hy Coif 2n aH 
ne: ewe n? Sinn aA \ Sinn x A 
=1 


(20) 
+ 2naxnSin2 nx (5 — nq) Gof 2n 20 a 


’ + Gof 2n0(5 — ne] [Gof 2n1 —2n0y Sin 2n xn}. 


c) Wird schlieBlich & = = hoes as so ergibt sich fiir die Einpilzplatte 


eet (21) 
Py a b (— 1)" cos2na& 


or es Poe a nx AStg nx A) Coj 2nay —2nay Sin2nx7n). 
bite n> Om n 7% 


Dieser Fall ist identisch mit dem friiher diskutierten Fall der durchlaufenden Pilz- 
decke mit einem reguliren Gitter von Stiitzpunkten, die also in jeder der beiden 
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Hauptrichtungen aquidistant angeordnet sind. Die von der vorliegenden, etwas ab- 
weichende Darstellung ergibt sich, wenn man 2a’ und 20’ statt a und 6 einfiihrt und 


1 1 
daher & = 5 Ch eS 


5 Setzt. 


d) Zur weiteren Bestatigung unserer Rechnung betrachten wir noch den aus k = 4 
mit €,= os — §, Ye = a — 7, entstehenden Fall, der auch zur Vierpilzplatte fiihrt. 
Es ergibt sich dabei ; 
fT, = tos 2nna é, + cos2nx (5 — é,] =[1+(—1)"]cos2nnaé,=2cos2na&,, (22) 


woraus ersichtlich, daB man sich auf gerade » beschranken kann. Wir kénnen n = 2 y 
setzen. Bei Benutzung der Formeln 


F wn} 1 A ) 
Cof 2n 27, + Co} 2nx(5 — nn} = 2Coj na 5 Co na (5 _ 2m), 
(23) 
; ¥ Mo A 
Sin 2nz (> ae ns) — Sin2n ay = 2ojnany Smna (5 — 2m} 
ergibt sich ferner 
(7) + Ba (n, 3 — ms) = ® 24 2m) (24) 


und 


7 
e (nm) +9(% > ns) = 


— 


== aap 2 148 +5 Br 2An3 — 6An, 7? + 12 y,7 77 + konst. = -@ P (2m, 27). 
(25) 
Wenn man schlieBlich noch a und 6 durch 2a’ und 20’ ersetzt und damit 7 durch 
=n ersetzt, so erhalt man in der Tat wieder den auf die halben Achsen bezogenen 
Ausdruck (20) fiir die Durchbiegung der Vierpilzplatte, wie zu erwarten war, da die 
vier Punkte in dem Viertelrechteck ((o< ae = 0<H< 5) ebenso liegen wie bei 
der Vierpilzplatte im Gesamtrechteck. 
e) Bemerkung zur Achtpilzplatte. Durch Superposition der mit &, 7, und 


—,7, gebildeten Vierpilzplatte erhalt man fiir die Durchbiegung der entsprechenden 
Achtpilzplatte (Abb. 5) folgenden Ausdruck fiir die Durchbiegung: 


lee) 
yee Py a4 me Py a b (cos 2n a &, + cos 2n m &) cos 2n 7E D,, (4 1) 
Ws We 1g Na eee ae eae wGinnzh 


(ocexp iso ae (26) 


6. Die Falle ungerader k-Werte und die Neunpilzplatte. 


Hine besondere Beachtung verdienen die Falle, daB k?, bzw. k eine ungerade Zahlist, wie 
in dem Fall k = 3, den wir kurz betrachten wollen. Man kann diesen Fall aus dem 
Fall der sechzehn Stiitzpunkte dadurch entstanden denken, da8 die den Mittellinien 
benachbarten Punkte paarweise zusammenriicken und auf die Symmetrielinien der 


Platte fallen, so da also & = : ity = : zu setzen ist (vgl. Abb. 6). Dabei hat 


man aber, wie sich aus der Ableitung sofort ergibt, in den Ausdriicken 7,, bzw. s, 
jeweils die Halfte der mit diesen Argumenten geschriebenen cos-Funktionen einzu- 
fiihren. Man hat also statt r,, und s, zu setzen: 
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1 M 1 ~ 

ta, == COR M mE, is COS 5 — COSTE) = (= 1)", 
1 1 ee 

So = = cos ne ee Gee 


(m, 07 =-2, 4 6.7). 


Abb. 5. ; Abb. 6. 
Achtpilzplatte. Neunpilzplatte. 


Die Konstanten dagegen ergeben sich unmittelbar aus der allgemeinen Darstellung. 
Man erhalt damit fiir die Durchbiegung der Neunpilzplatte mit k = 3 den Ausdruck 


8,* COSN 1 a 


4 py at Tm* Cos m a E A 
w= wy — FES) S) Tatocemet 4 St 
nae n 
4 4+ yo Pm* Sn* Cos m mE COS mw 
+ ae 4 242 2\ou 
(m? 2? + ?)? 
™ n 
(m,n = 2,4,6...). (28) 


Fir die weitere Umformung der letzten Reihe brauchen wir auBer den friiher an- 
gegebenen Formeln nur die Summe 


Y/) 


(— 1)? cosn xt = cosna (5 — 4) 
: og (m2 A2 + n2)2 = : ; (m2 22 + n2)2 Ps 


n n 


ins Auge zu fassen. Ihre Auswertung folgt ohne weiteres aus der obigen Formel (11), 


1 ON dee ey 

wenn man fiir y die GréRe x (5 — 4) einfiihrt. Man erhalt 
q] 
oe COS 71 7 ls 4 a 
(n2 + w?)? 
n 
mx i 6oj max 7 L 2 Gin a [ma (3 — 1) Sin m xy + 6ofm an i 

cae moh ~~ 2 (mat — 


16 m3 A? Gin? igre” 
BLA A 
= eT (m2 ACo| mx 5 Cof may + 
16 (m A)? Gin —| - 


: I 
+ 2Ginma 5 (Gof man — man Sinman)} — Som He (29) 
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Die Umwandlung der Reihe w, wird vermittelt durch die Formel 


n 


q 


2 1 
(— 1)? cosna— cos nx (5 —4) a l : 

; . 5 Aue S ue Ls Cac [ec yA +3% i? — rt |. (30) 
nN=2,4... 
Wenn man wieder beriicksichtigt, daS das von 7 unabhangige Glied den entgegen- 
gesetzten Wert der Reihe liefert und wenn man wieder m = 2 setzt, so erhalt man 
insgesamt fiir die Neunpilzplatte im Gebiet I folgenden Ausdruck fiir die Durch- 
biegung: 


wy = 0 +525 |9 nm) 4 ; on 5) 


2 1 A 
me eee rat cos 2n2§[ qn) + 5% (3) | 
ne ni Cinna A ma 
n 
nts Py ws Po A_ %* Cos 2 nm & ®,,* (n) 
= Wo + 36n P" (") — 36 nN n Ginn aA (31) 
: n 
Allgemein wird fiir den Fall ungerader k-Werte 
re Py a4 : py @ b n* cos 2 n mt E O* (n) 
wr = Wo +a9EN P (”) — GhewN ne? Ginn mA , (32) 
n 
wenn 
hd Bat 


2 2 
G4 (=S/G,9+59.(n 54); HM=D 9. +z 90(ny) (83) 
i=] i=) 
Sag | 
2 


linie 7 = <. bezieht und fiir die zur Mittellinie gehorenden Koordinaten = nur die 


gesetzt wird, wobei sich die Summe auf die Punkte auBerhalb der Mittel- 


Halfte der entsprechenden Funktionen ©, bzw. y, zu nehmen ist. 
Die Rechnung kann nun dadurch nachgepriift werden, da man etwa bei der 


Neunpilzplatte den Sonderfall ¢, = a TE tee Z ins Auge faBt. Dabei wird 


rf =S(— 1), 


Wenn man jetzt gleichzeitig statt a und b die GréBen 2a’ und 20’ einfiihrt und 
= hy ae £ =y' setzt, so entsteht wieder der bekannte Ausdruck fiir die Durch- 
biegung der durchlaufenden und durch ein regelmafiges Siulengitter gestiitzten 
Pilzdecke 


Do a’3 6’ (— 1)" cosn a & 


W = Wy“ oa OE yr wei 
+n AStg nx da) Cojnay’ — nx’ Sinnan’). (34) 


7. Zur Berechnung der Biegemomente. 
Um zunachst die Momentensumme 


Mise Batis Bee per, (wu Poissonsche Konstante) (35) 


zu bestimmen, benutzen wir die leicht zu gewinnende Beziehung 
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eo, nx ACoj 2n xn; Cof 2 | 
% = (2n7)"{ PEE PAR) "27 + nan, Sin 2nx(5 —m) Cof2nxy — 


On? Sinn aA 
A : 
— Gof 2nx(5 —n,) (Gof 2nx7y + 2nwy Sin2n27)l (36) 
Dann wird 
aD ' j 
oy GAs: (2n 2)? O,% = — 8a? n? Gof 2n x (+ = ns) Sof 2x 7. (37) 
Ferner haben wir 
e2 gp ' Tos 
Fe = — 12[4n. — tna — Fa] = = 12y®. (38) 


Wenn wir ahnlich wie oben 


D> vO = 9 (n); DS GCoj 2m (5 ~ ne) Cof 2x Se (Vite s(n) OOH 80) 


4 


setzen, so entsteht fiir gerade & fiir das Moment der Ausdruck 


eee a os 2p ab T, Cos Ina EF, (n) 


b® k? x nGinnx A (40) 
n 
Fiir die Vierpilzplatte wird z. B. 
Po & 1 
A = a [nn (A 7) nP 7 
fox) A es a : 
wee N cos 2na&,cos2n na Eni 2nn (+—») Cof 2naH 
ee ee nGinnaa . (41) 
Ri 1 


Wenn & ungerade ist, so treten die GréBen & = — YS a als Stiitzpunktkoordinaten 
auf, und hat in diesem Fall in der iiber 7 zu erstreckenden Summen jeweils die Halfte 
der mit diesen GroBen geschriebenen Funktionen einzufiihren. Die entsprechenden 


Summenfunktionen wollen wir dann mit r,,*, y*(7), Y,* (y) bezeichnen. So erhalt man 
z. B. fiir die Neunpilzplatte in ausfiihrlicher Schreibweise 


M = [4m (A—n) — 8 — 5 | 


S 1 P yy Lg 1 Y a 
2pyab \ y [eos 2m 5 + ae yn| {60 2nx (+—) Bei: z Oi 2nx | 


a2 ag nGinnaa ~ (42) 
n 
oder in abgekiirzter Form 
fe Ge) aeiaet (20 
aoe tek 
Mit §, = = Ge = ! ergibt sich daraus fir die Hinpilzplatte 
BE ORS 1h ee ennet (43) 
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Die Teilmomente 
ow O2w o2w 


2 
m,=—N (54 + age) m,=—N(Se+h at (44) 


lassen sich nach den entwickelten Formeln leicht berechnen. Dabei ist bemerkenswert, 
daB die von dem zweiten biharmonischen Teil von w abhangigen Werte (m,), und 
(m,), von dem entsprechenden Reihenausdruck M, der Momentensumme M in 
folgender Weise-abgeleitet werden kénnen. Wir haben etwa im Falle der Vierpilzplatte 


l+u 1—yu|[{ eM oM oM, \- 
1 +H bf | OM eM eM | 
(My)o as 2 M, D) aa (x én 4 oA, A a . 


Dabei ist das vor der Summe auftretende Produkt p,ab = P als konstant, das heif®t 
als von 4 unabhangig anzusehen. Es wird nun 


- 


oM, pie 6M, , OM, yah Be yen thes nnt {rz Akele noel nay 
on | 1 Gy, | da 22 n Sinn as Cinn awa 
n 


is A s 
4 2n xn Sin 22 (5 — 1;)Coj 2020 — 2nxn Gof 2nx(5 —m) Ein 2n xy}. (46) 


Damit erhalten wir aber 


pu ew 
(m2 = —N ae apo (47) 
P cos 2n 27, cos2naE (naboj2nan, Coj2nana 
(m2), = reas nSinnaa \ Sinn aa 
n 


: A A 
+ 2n0m, Sin2n2(5 o mn) Coj2naH + Gof 22 (5 —m) [(Cof 2n ay — 


—2nx7 Sin 20x n]h + 
(48) 


P cos2nnz&,cos2nzE (naAGoj 2Qna7, CojQna7y 
A ee nGinnah Sinn aA eye 
n 


; A s , 
+ nam Sin2nx(F —m) Co 2x9 — Co 2% (5 —n,] [(Coj 2nay + 


+ 2nay Sin 227). | 


Der Ausdruck fiir m, ist aus m, sofort dadurch zu gewinnen, daB man die mit Eins 
und w multiplizierten Ausdriicke miteinander vertauscht. 


8. Schlu8bemerkung. 


Die vorstehenden Ausfiihrungen diirften fiir eine erste Ubersicht iiber die wichtigsten 
Falle der querkraftfrei eingespannten und mehrfach gestiitzten Platten oder Pilz- 
decken und iiber die Methoden zur Ermittlung der fiir die Biegung magebenden 
GréBen im wesentlichen ausreichen. Fiir eine Erginzung der Betrachtung, namentlich 
der Momente, bei deren Darstellung vornehmlich die Theorie der Thetafunktionen 
herangezogen werden kann, darf auf friihere Untersuchungen des Verfassers hinge- 
wiesen werden, die ohne grofe Schwierigkeiten auf die in der vorliegenden Mitteilung 
gegebenen allgemeineren Falle angewendet werden konnen. 


(Eingegangen am 19. Oktober 1953.) 
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Zur Theorie kreisberandeter Bogenscheiben. 
Von E. Tremmel, Kaprun. 
Mit 11 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es werden, ausgehend von einer Erérterung der bekannten geometrischen 
und elastizitatstheoretischen Beziehungen in ebenen Bipolarkoordinaten, verschiedene einfache 
Belastungsfalle fiir die geschlitzte Kreisringscheibe veranderlicher Breite behandelt. Im Anschlu8 
daran wird das Spannungs- und Verschiebungsfeld der eingespannten hydrostatisch belasteten 
Gewolbelamelle naherungsweise bestimmt und in einem Zahlenbeispiel mit den Ergebnissen der 
ublichen baustatischen Berechnung verglichen. 


Summary. Starting from a discussion of the well-known geometrical and elasticity-theoretical 
relations in the domain of plain bipolar co-ordinates the author proceeds to examine various 
cases of loads of simple character concerning the slotted annular disc of variable width. This 
leads to an approximate determination of the tension and displacement field of the fixed vault- 
strip, hydrostatically loaded whereby-on basis of a numerical example- the results of the new 
method are compared with those of the hitherto statical calculations. 


Résumé. A titre Wintroduction l’auteur discute d’abord les relations géométriques et 
élastico-théorétiques bien connues dans les coordonnées bipolaires planes pour passer alors au 
traitement de différents cas de charge de nature simple concernant le disque annulaire a fentes 
de largeur variable. Enfin l’auteur entreprend la détermination approximative du champ des 
tensions et des déplacements de la plate-bande de la voiite, encastrée et portant une charge hydro- 


N 


statique, un exemple numérique servant a établir une comparaison entre les résultats de la 
nouvelle théorie et ceux obtenus par la méthode statique usuelle. 


1. Die Berechnung der Schnittgro8en und Verschiebungen von Gewélbemauer- 
lamellen veranderlicher Dicke wird im allgemeinen unter den gewoéhnlichen Ver- 
einfachungen der Baustatik durchgeftihrt!; bei den iiblichen Verhaltnissen von 
Scheitel- und Kampferdicke stimmen die so berechneten Beanspruchungen, wie auch 
spannungsoptische Untersuchungen zeigen, ziemlich gut mit den tatsachlich auf- 
tretenden tiberein. Ist die Kampferdicke jedoch erheblich groBer als die des Scheitels, 
dann wird zur halbwegs wirklichkeitstreuen Erfassung des Spannungs- und Ver- 
schiebungszustandes neben den verschiedenen versuchstechnischen Methoden wohl 
auch die Anwendung der Scheibentheorie in Frage kommen. Auch diese Losungen 
k6nnen nicht als exakt bezeichnet werden, da die auf die Kinspannung beziiglichen 
Randbedingungen nur naherungsweise zu befriedigen sind?; das gleiche gilt hin- 
sichtlich des Einflusses der Widerlagernachgiebigkeit, die im Rahmen von Scheiben- 
lésungen — wenn der Rechenaufwand nicht unnotig gesteigert werden soll — auch 
nur nadherungsweise durch die iibliche Verlegung der theoretischen Kinspannstelle, 
etwa nach Vogt’, beriicksichtigt werden kann; jedes andere Verfahren, wie z. B. 
die in der Baustatik gebrauchliche Einfiihrung irgendwelcher, die Widerlagernach- 
giebigkeit kennzeichnender Ziffern, ermdglicht zwar quantitative Vergleiche, tauscht 
aber sonst auch nur eine Erhéhung der Genauigkeit vor, ohne jedoch — zumindest 
solange das Problem der Messung des Gebirgselastizitaétsmoduls noch ungeldst ist — 
tatsichlich wirklichkeitstreuere Ergebnisse zu liefern. 


Unter Beschrinkung auf diese Voraussetzungen, zu denen noch die tiblichen An- 
nahmen der Homogenitat und Isotropie sowie der Giiltigkeit des Hookeschen Ge- 
setzes treten, soll nun die elastizitatstheoretische Untersuchung vorgenommen werden. 
Es handelt sich hier bekanntlich um das Aufsuchen einer Naherungslésung eines 
1 Mensch: Proc. Amer. Soe. Civil Engr. 1928. — Trial Load Method, Denver 1938. — Boss- 
hard: Beitrage zur Theorie und Berechnung von Bogenstaumauern. Diss. E. T. H. Ziirich, 1949. 
— Tremmel: Osterr. Wasserwirtschaft 3, 107 (1951). 

2 Hofacker: Das Talsperrengewolbe. Diss. E.T. H. Ziirich, 1936. 

3 Vogt: Uber die Fundamentdeformation. Oslo. 1925. 
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gemischten Randwertproblems, da nicht nur die Randspannungen bestimmte vor- 
gegebene Werte annehmen miissen, sondern auch — wie schon erwaihnt — die auf 
die Einspannung beziiglichen Bedingungen zu erfiillen sind. 

Im folgenden sollen die Spannungsfunktionen sowie die Spannungen selbst fir 
einige einfache Belastungsfille aufgestellt werden; aus der Uberlagerung dieser 
Funktionen unter niherungsweiser Beriicksichtigung der Einspannbedingung wird 
schlieBlich die gesuchte Scheibenlésung fiir die Gewdlbelamelle gewonnen. Die 
elastizititstheoretische Untersuchung der von zwei exzentrisch liegenden Kreisen 
begrenzten Scheibe geschieht zweckmaBig unter Verwendung von Bipolarkoordinaten, 
etwa in der von Féppl‘, W. Miller® — an dessen Arbeit hier vor allem angekniipft 
werden soll — und Neuber® gezeigten Art. Weitere Veréffentlichungen tiber die 
Behandlung von Scheibenproblemen in Bipolarkoordinaten von Weinel’, Krettner® 
und Jeffery® blieben dem Verfasser leider unzuginglich. 


2. Durch die konforme Abbildung 
b sin y 6 Sinh & 


: fro 

thi te p= ORGY ea ey HU ah @ = aoea ae (1) 

aus der durch Trennung von Real- und Imaginarteil mit 

b 
ess Cosh € — cos 7 (2) 
folgt 

e= hain 7; (3a) 
y =hSinh é, (3b) 


ist bekanntlich ein System von zwei zueinander orthogonalen Kreisbiischeln (Abb. 1) 
bestimmt; das Abstandsverhaltnis der Punkte der Kreise € = konst. von zwei auf 
der Y-Achse liegenden festen Punkten, den Polen, ist konstant, und zwar gilt 

Te 

Ty 
Die Mittelpunkte der durch die beiden Pole gehenden Kreise 7 = konst. liegen auf 
der X-Achse. Werden die Ordinaten der Pole Q, und Q, mit + b bezeichnet, dann 
gilt fiir die Mittelpunktsordinaten der Kreise & = konst. 


= ¢é, 


(Zp)e = 2b Ctgh é (4a) 
und fiir die Radien 
b 
(Ga —— Binh & (4b) 
und analog fiir die Mittelpunktsabszissen der Kreise 7 — konst. 
(zo)n = bebe y (5a) 
und fiir die Radien 
b 
tn “sin n- (5b) 


Fir € = + oo degenerieren die Kreise £ = konst. zu den Punkten Q, bzw. Q,, 
waihrend dem Kreise § = 0 die X-Achse entspricht, wie aus (4b) leicht herauszulesen 


Féppl: Drang und Zwang, Bd. III. Miinchen. 1947. 
W. Miller: Ingenieur-Arch. 18, 37 (1942). 
® Neuber: Ingenieur-Arch, 6, 325 (1935). 
7 Weinel: Z. angew. Math. Mechan. 17, 276 (1937). 
_ * Krettner: Beitrag zum Problem der ebenen langsamen Strémung und des ebenen 
Spannungszustandes. Diss. Miinchen, 1941. 
° Jeffery: Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 221, 265 (1921). 


ao 
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ist. Ferner entnimmt man (5a, b), daB durch die auf der Y-Achse liegenden Scheitel- 
punkte der Kreise & — konst. mit den (kartesischen) Ordinaten 

aie (b Ctgh é ++ Te) 

die Kreise >) = 0 mit 7, = co gehen, wihrend die inneren Scheitelpunkte 

+ (b Ctgh € — re) 

von den Kreisen 7 = + a geschnitten werden. Dazwischen liegen rechts von der 
Y-Achse die Werte 0 =< " <a, wahrend auf der linken Halfte der Kreise é — konst. 


die Koordinaten 7 die Werte von 0 bis — x 
durchlaufen. Demnach entspricht dem inneren 


| 


Abb. 1. Bipolarkoordinaten, geometri- Abb. 2. 
sche Beziehungen I. Bipolarkoordinaten, geometrische Beziehungen II. 


Scheitelpunkt, je nachdem ob man sich ihm von links oder rechts nihert, die 
Koordinate 7 = — a oder 7=-+ a. Aus der fir die Mittelpunktsabszissen der 
Kreise 7 = konst. geltenden Formel (5a) geht schlieBlich hervor, daB +7 dem 
Winkel zwischen dem vom Mittelpunkt zum Pol Q, gezogenen Radius und der 
negativen X-Achse entspricht. 


Fiir das Quadrat des Linienelements gilt in Bipolarkoordinaten 


b2 
ds* = h? (dd + di?) = Taos #— cos nye (46" + An’), (6) 


woraus fiir den Verzerrungsfaktor h = \o mit 


eyelaiall 


O(@, Y) 
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der bereits oben eingefiihrte Ausdruck 


b 


~~ Cosh & — cos 4 


folgt. Werden Polarkoordinaten mit dem Mittelpunkt (z,), eimes Kreises 7) = konst. 
als Ursprung und dem von der positiven X-Achse entgegen dem Uhrzeigersinn aus 
geziihlten Azimut y eingefithrt, so lassen sich den Abb. | und 2 nachstehende Be- 
ziehungen fiir die Funktionen von y entnehmen: 


: Yi. 4 Sink é sin.9 S 
Behe r, . Cosh f— cos 4” 2) 
&— @oniee Wh Cosh. 2 cos 7 
Pad de tis Fc ee Cosh & — cos 7” (70) 
, Sinh sin 7 
eee Et Pe Cash —&€— cos 7’ (7¢) 
sin 7 pe 
dy = | Cosh € — cos “dé (7d) 
und schlieBlich fiir das Linienelement auf 7 = konst. mit (5b) 
ds, = 1, dy = hdé. (8a) 
Analog erhalt man fiir das Linienelement auf € = konst.: 
dss = redgy = hdy,. (8b) 


Fir die partiellen Differentialquotienten der kartesischen Koordinaten nach den 
krummlinigen Koordinaten & und 7 folgen die Formeln: 


1 ae 1 oy é, 

RE ee sin y, (9a) 
WAGED 1 oy 

ride eam ar [eam (9b) 


und weiter die in der Folge -benutzten Ausdriicke 


oy 


cos pds, = SE dé, (10a) 
: Ox 
sin pds, = — age a: (10b) 


Die hier angefiihrten Beziehungen werden weiter unten bei der Erérterung des 
praktischen Berechnungsganges noch zu erganzen sein. 


3. Nach der vorhergehenden kurzen Erliuterung der bekannten, in Bipolar- 
koordinaten geltenden mathematischen Zusammenhange soll nun mit der eigentlichen 
Behandlung des Scheibenproblems begonnen werden. 


In der hier verwendeten Bezeichnungsweise lautet die Differentialgleichung der 
Airyschen Spannungsfunktion y: 


1 1 4 
A Ay =45 ae S*d*y + 45 (Cosh & + cos) A*y + 


4 ; oA* é oA* 
+ fy, (Sinh é ai + sin» a \\ =o, (11) 
A*y = i? Ay. 


Aus der Spannungsfunktion y erhalt man bekanntlich die Normalspannungen in zwei 
aufeinander senkrechten Richtungen x;, x; sowie die zugehérige Schubspannung mit 
Oy 
= — Lae, day — See 


wobei unter 6,;, das bekannte Kroneckersymbol zu verstehen ist. 


wobei 
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Folgen wir im weiteren der Darstellung von W. Miiller® bzw. Krettner® und setzen 
y =h®, so geht (11) unter bestimmten, im Hinblick auf die Erfillung der Rand- 
bedingungen zu treffenden Annahmen in eine einfach zu integrierende, gewohnliche 
Differentialgleichung vierter Ordnung fiir ® iiber; folgende der in der angefiihrten 


Abhandlung angegebenen Partikularlosungen werden in der vorliegenden Arbeit 
verwendet : 


a) Fir symmetrische Belastungsfiille 


1 

=p = © = G,(£) cosy + ®, (€) (12) 
ent @,=A+BE+4CCosh2é + D Sinh2¢ (13) 
und ®, = @ Cosh é + HE Sinhé + Fé Cosh é + HE Sinhé, (14) 


wobei die Konstanten die Dimension Kraft 
je Langeneinheit haben. 

b) Fur den antimetrischen Fall, in dem 
keine in 7 symmetrischen Funktionen in 
® auftreten diirfen, ist in (12) cos 7 durch 
sin 7 zu ersetzen sowie ®, zu streichen; 
damit erhailt man die Partikularlésung: 


FP=P=H,(G)siny, (15) 


wobei ®, wieder die in (13) angeschrie- 
bene Funktion bedeutet.. 

Fir den Zusammenhang der Spannungs- 
funktion mit den Spannungen in ortho- 
gonalen krummlinigen Koordinaten 6, 
y gilt bekanntlich”?: 


1 ody 
ale a 
1 h a _ 1 oh | 
ee | On nip pecee OR) 
1 dy ] 4 
(5 
1 h 0 1 oh @ 
tesa ag ee ae a me ) 
) (,- aa Abb. 3. Positive Spannungen und Verschiebun- 
| h @ 1 eh oy (16c) gen im Bipolarkoordinatensystem. 
Len h on 2 NCE On Ns 


Lage und positiver Richtungssinn der Spannungen ist aus Abb. 3 zu ersehen. Wird 
die Spannungsfunktion in der oben angegebenen Weise y = h @ dargestellt, so folgen 
fiir die Spannungen im Bipolarkoordinatensystem die Ausdricke?’: 


LT e&@ t,t Or ae a Ls Cosh | I7a 

Ge=c, E ar (Sinh £ se + SING, osh §], (17a) 
1[b e© ’ a eee 

=F E 5B (sinh ¢ 2 - sin 7 =| ® cos) (17b) 

1 &@ 17c¢ 

7 eee ara oO 


Mit den oben angefiihrten speziellen Funktionen (12) bzw. (15) erhalt man dann die 
Spannungen in der Form 


10 Zum Beispiel Biezeno-Grammel: Technische Dynamik, Bd. I. Berlin. 1953 (vgl. auch 
Anm. 4). 
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a) im symmetrischen Fall 
aa 


pe 5 (®, + Cosh é —-% Oe inh 2 


1 
oS 


Sinh é cos nj); (18a) 


|, oa Sinh é + —,,2 oS ta Cosh & + 


" b 
BD, ao 
= (Ge Cosh é — = Sinh é + @, — oe) cos 7 — as cos |, (18b) 
1 0d, 
Ten = OE sin 7 (18c) 


und schlieBlich nach Einsetzen aus (13) bzw. (14) 


=+[A+G+0+(B+F)é + Sinhé (20 Sinh é + 2 D Cosh € — F Cosh € — 
— H Sinh £) — (B + 2C Sinh 2 € + 2 DCosh 2 £) Sinh é cos 7], (19a) 
o,=+{A +40 +(B+F)é + Sinhé(2C Sinh é + 2 D Cosh & +F Cosh &) + 


+ H (1 + Cosh? é) — 4 (C Cosh 2 € + D Sinh 2 ) cos? 7 + [2 C (2 Cosh 2 € Cosh § — 
— Sinh 2 € Sinh é) + 2 D (2 Sinh 2 € Cosh  — Cosh 2 & Sinh &) — B Sinh € — 
— 2(F Sinh é + A Cosh &)] cos 7}, (19b) 


=) = 7, |B + 2(C Sinh 2 + D Cosh 2 £)] (Cosh £ — cos 7) sin 7; (19¢) 


b) im antimetrischen Fall ergibt sich aus (16) bzw. (15) 
1 we 


Cire Sinh é sin », (20a) 
EO xe ; : 
=F (pat Sinh ¢] sin 7, (20b) 
1 
Ten = — | = COs 7 (20c) 


und nach Ausfiihrung der Differentiationen und Hinsetzen aus (15) 
o; = — 7 (B +20 Sinh 2£ + 2 D Cosh 2€) Sinh é sin, (21a) 
Uh le Cosh 2 € + D Sinh 2 €) (Cosh € — 2 cos 7) + (C Cosh € + D Sinh &) — 
— 4 sinh :| sin 7, 3 (21b) 


Cosh € — cos 7 


ee bey b (B + 2C Sinh 2 € + 2 D Cosh 2 ) cos 7. (21c) 


Da hier die Konstante A weder in den Ausdriicken fiir die Spannungen, noch — 
wie sich zeigen wird — in den Verschiebungen auftritt, kann sie im antimetrischen 
Fall gleich Null gesetzt werden. 


Mit den bisher angegebenen Spannungsfunktionen kénnen nun leicht Partikular- 
losungen fiir die einzelnen Belastungsfalle entwickelt werden. 


4. Den weiteren Untersuchungen wird die von zwei exzentrisch liegenden Kreisen 
begrenzte, im Querschnitt 1 = 0 aufgeschnittene, ringférmige Scheibe von der 
(senkrecht zu ihrer Ebene gemessen) Dicke d zugrunde gelegt (Abb. 3). Dem auferen 
Kreis entspreche die Koordinate = «, dem inneren = f. Als Querschnitte im 
weiteren Sinne gelten die zwischen den Randkreisen « und f liegenden Bogenabschnitte 
der Kreise 7 = konst. 
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A. Betrachten wir zuerst den Fall der reinen Biegung (Abb. 4). Das in den Quer- 
schnitten 7% = +0 wirkende Momentenpaar, das entsprechend der Verteilung der 
,, Biegespannungen “‘ o, angebracht zu denken ist, ruft in der Scheibe einen beziiglich 
der Y -Achse symmetrischen Spannungszustand hervor, der durch die Spannungs- 
funktion y = h ©, wobei ® nach (12) einzusetzen ist, beschrieben werden kann. Zur 
Erfiillung der Randbedingungen stehen fiinf Freiwerte zur Verfiigung, néaémlich 


; SPOMNUNGen % 


1% Querschnitt n=0 


(verqrobert) 


(vergrobert) 


Lrgebisse 0. elementsren Berechnung strichtiert 


Abb. 4. Reine Biegung. 


A +G, B, D, F und H, da, wie aus (19) ersichtlich, A und G nur in der Kombination 
A +G auftreten und daher als eine Konstante zu werten sind, wahrend H# in den 
Ausdricken fiir die Spannungen tiberhaupt nicht vorkommt. 

Die Randbedingungen lauten: 

a) An den beiden Randern € = « und = 6 mu die Spannung o: identisch in 7 
verschwinden. Damit folgen aus (18a) die vier Gleichungen fiir 


i ®, + ©, Cosh & — “2 Sinh é = 0 (22a) 
sowie ie Dent 
pen (23a) 


b) Fiir jeden Querschnitt 7 = konst. mtissen die Resultierenden der Spannungen o,, 
und 7;, ein Kraftepaar ergeben, das dem angreifenden Moment das Gleichgewicht 
halt. Wird als. Bezugspunkt der Mittelpunkt des ,,Querschnittskreises 1 = konst. 
gewihlt, durch den die Resultierende der Spannungen o, geht, so ergibt sich mit 
dem aus den Schubspannungen gebildeten Moment die Beziehung 

B 
d\ t:_%,ds, —M =0 (24) 


a 


und mit (18c), (5b) sowie (9b) nach Ausfiihrung der Integration die Gleichung 


B 
Alege (24a) 


Ingenieur-Archiv VIII, 1. 2 
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c) Mit der oben getroffenen speziellen Wahl des Bezugspunktes auf der X-Achse 
ist der hier untersuchte Belastungsfall noch nicht véllig gekennzeichnet; (24) sagt 
im Verein mit der auf die freien Rander beziiglichen Randbedingung a) nur aus, daB 
die Summe der Y-Komponenten der Spannungsresultierenden N + 7’, also N, + T, 
zu Null wird. Die obigen Bedingungen sind daher fiir den Fall der reinen Biegung 
noch durch die dem Verschwinden der zur X-Achse parallelen Komponente der 
Spannungsresultierenden N + 7' zugeordnete Bedingung zu erganzen: 


B B 
' re) ra) 
| oy Ge dE — | te ,-ge dé = 0; (25a) 


bzw. unter Beriicksichtigung von (8a, b) und (9a, b) 
. 4 
\o, cos yds, + | t:,, sin pds, = 0 (25) 
B oO 


nach Einsetzen von (18b), (18c) sowie (10a), (10b) und Durchfiihrung der Integration 
gelangt man schlieBlich zur Gleichung 


Sinhé Se é®, 1— Cosh & cos Lo 
1 Cosh € — cos a& Cosh € — cos 7 


Sinh & cos 4 
2 Cosh €— cosy] 


@ 0, (26a) 
B 
die unter Beriicksichtigung der Randbedingung a), das heiBt von (22a), (23a) von 7 
unabhiangig werden mu8 und in 
B 
®, Sinh & — 

iibergeht. Wird mit (13) und (14) in (22a), (23a), (24) und (26b) eingesetzt, so er- 
halt man zur Bestimmung der Konstanten das Gleichungssystem: 
A+G+Bo-+CCosh2 «+ D Sinh 2 « + F (« — Sinh « Cosh «) — H Sinh? « = 0, (22b) 
A+G+B6 +CCosh26 + DSinh26 + F (6 — Sinh f Cosh £) — A Sinh? 6 = 0, (22¢) 

B+ 2C Sinh 2 « + 2 DCosh 2 «= 0, (23b) 

B+ 20C Sinh 2 6 + 2 DCosh 2 6 = 0, (23¢) 


B (8 — «) + © (Cosh 26 — Cosh 2a) + D(Sinh2B—Sinh2«)=—“,, (24b) 


da?’ 
2.F (Cosh? 6 — Cosh? x) + H [2(8 — x) + Sinh28—Sinh2a]=0,  (26e) 


mit den Losungen: 


ao, 
0g 


Cosh &| = 0 (26b) 


M (pia 
A+@=—s5a\n 
1 1 (27a) 
ng 6? —- a? — (8B Sinh 2 « — « Sinh 2 8) — -| (Cosh 2 8 — Cosh 2 «) \ 
ME. 
Bis rs (27b) 
MA Sink(p a) 
OSA age h Cost heat (27¢) 
M 1 Cosh (B + a) 
: 26d L Cosh (B— x)’ (27d) 
M N 
fe Bena (27e) 
Hae 3 M_ Cosh 2 8 — Cosh 2 « 


bd 2N, ; (27f) 
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wobei zur Abkiirzung gesetzt ist: 
L=£f—«— Tgh(B — a), 
1 : ; 
N=B-—« g (Sinh 2 6 — Sinh 2 «), 
1 


N =~ —w«# + (Sinh2£ — Sinh2 a), 


N, = (6 — «) — Sinh? (6 — a), 
demnach —- 
4 (N, — NN) = (Cosh 2 8 — Cosh 2 «)?. 
Werden die Konstanten in die allgemeinen Spannungsformeln (19a, b, ¢) eingefiihrt, 
so folgt nach einigen Umformungen 


Rpt fe,. Howes Sinh (B+a—2)] , F 
oa Sash ial 72 | cea ae Begs tee ay 


- (28a) 
ae = Cosh 2 — B 1 OTE = > $) Sinh & cos n\, 
1 3 B Sinh — 2 
o = 5A +G+ 5H +5 [26 + See 28) + Zee + sinh 26) + 
= S Wosh 2 —- 2 B ees §) cos? 17 + 
; (28b) 
+|B ¥ Coa Gay (3 Sinh (6 + a — £) + Sinh (6 + « — 88) — 
— Sinh :) — 2(F Sinh é + A Cosh é) cos n\, 
Cosh —2 é 
leg = 1 = Cente a s) | (Cosh € — cos y) sin 7. (28¢) 


Zum Schlusse dieses Abschnittes sei noch die GroBe der resultierenden Schub- 
krafte 7’, die der Resultierenden der Spannungen o,, N, entgegengesetzt gleich ist 
(Abb. 4), angegeben. 

Es gilt 
Cosh B — cos 7 
Cosh « — cos 


i — NV, =sin?n{B | CO [Sinh 2 6 — Sinh 2 « + 2(6 — «) cos2y + 


+ 4<Sinh 6 — Sinh « — (yz — yp,) sin 7) cos 7] + D| (Cosh 2 6 — Cosh 2 «) + 
B Ye—¥ 


Cosh 6 — cos 7 |\ 
Cosh « — cos 4 |}. (29a) 


+ 4 (Cosh 6 — Cosh x) cosy + 2cos 27 In 


D, = — NV, = sing |B [(we — Ya) Sin y — (B — x) cosy] + 


+C [4 (Cosh B — Cosh « + cos y In Be ela ems ] sin? 7 — 


Cosh « — cos 


— (Cosh 2 6 — Cosh 2 «) cos | + D [4<Sinh 6 — Sinh « + (6 — «) cos 4) sin? yn — 


— (Sinh 2 6 — Sinh 2 x) cos 7 + 2 (yg — y,) sin 4 cos 2 n\}, (29b) 
wobei py, yx aus (7c) mit & = « baw. € = B zu berechnen sind; weiter ist 
T=—N=/T?+T? 


und der Winkel 7, den die resultierende Schubkraft mit der positiven X-Achse ein- 
schlieBt, 


y 


2Q* 


20 E. Tremmel: 


und schlieBlich ist die Lage der resultierenden Schubkraft durch die zwei Punkte 
mit den Koordinaten 

Les + und (onto 0) 
gegeben. 

B. Als zweiter symmetrischer Belastungsfall soll das auf den offenen Ring wirkende, 
aus zwei entgegengesetzt gleichen, in der X-Achse liegenden Kraften bestehende 
Gleichgewichtssystem betrachtet werden (Abb. 5). Die beiden Krafte wirken tiber 
eine starre Verbindung auf die beiden Schnittufer 7 = + 0, wobei man sich die 
Krafteinleitung in diese Querschnitte wieder gemiB der Verteilung der Spannungen o,, 


Spannungen Gn 


“4h 
Y 


Querschittt | 270 


4 
y 


Abb. 5. Angriff emes Zugkraftpaars. 


vorzustellen hat. Das bei diesem Belastungsfall auftretende Spannungsfeld kann 
gleichfalls durch eine beztiglich der Y-Achse symmetrische Spannungsfunktion ent- 
sprechend (12) beschrieben werden. Da aber die auf die Mittelpunkte der Kreise 
7 = konst. bezogenen Momente zufolge der Lage der auBeren Kraft verschwinden, 
folgt aus (24a) ®, (6) = ®, (x); damit aber kann die auf die freien Rander beziigliche 
Randbedingung (22a) nur dann erfillt werden, wenn @, in & identisch zu 0 wird, 
das heiBt A = B= C= D=0. Mit den Bezeichnungen von (12) und (14) lautet 
die Spannungsfunktion nun: 


yp=h® 
mit 
= Py 
oP ; , : toele wooteee 
Wegen Faye 0 ist der vorliegende Spannungszustand — wie itibrigens schon aus 


dem Verschwinden der Momente beziiglich des Mittelpunktes der Kreise 7 — konst. 
hervorgeht — schubspannungsfrei. 


Die aut den freien Rand beziiglichen Bedingungen a) erhilt man fiir den vorliegen- 
den Fall aus (22a), wenn dort ®, = 0 gesetzt wird, in der Form: 


E=« | 4 te vig MOD gen 
ge ®, Cosh & — “3a Sinh é = 0. (30a, b) 
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SchlieBlich mufs aus Gleichgewichtsgriinden entsprechend den Randbedingungen c) 
des vorigen Abschnittes die Resultierende der Spannungen o, fiir jeden Querschnitt 
gleich der angreifenden Kraft P,, sein; aus (26a) folgt daher mit ®, = 0 die Gleichung 
8 
| eM, 1—Cosh§cosy | Sinh & cos 7 ay 
@& Coshé—cosy | ~ 2 Cosh €— cos -| ce a oe (31a) 


a 


die bei Berticksichtigung von (30a, b) wieder von 7 unabhingig werden muB8: 


B 
O@ : ‘ 4 

| = Cosh  — &, Sinh s| a (31) 
Nach Einsetzen aus (14) kann das Gleichungssystem zur Bestimmung der drei 
Konstanten G, F und H wie folgt angeschrieben werden: 


G + F (« — Sinh « Cosh «) — H Sinh? « = 0, (30c) 
G + F (6 — Sinh f Cosh ) — H Sinh? f = 0, (30d) 
1 
3 F (Cosh 28 — Cosh 2a) + 5 H (Sinh 26 — Sinh2 « +28 — 2a) = +22. (31c) 
Fiir die Konstanten ergeben sich damit nachstehende Ausdriicke: 
Py (Cosh 2 « — 1) (2 — Sinh 2 £) — (Cosh 2 Bf — 1) (2 « — Sinh 2 «) 
G=4 72- er a — : (32a) 
Py Cosh 26—Cosh 2x ‘ 
er ad N, , (322) 
Pim JN, 
Bae yi; Ee. 


wobei die zur Abkirzung eingeftihrten, mit N und JN, bezeichneten Ausdriicke die 
gleiche Bedeutung wie in (27) haben. 

Nach Einsetzen der Konstanten in die allgemeinen Formeln (19a, b) und einigen, 
die numerische Auswertung erleichternden Umformungen, erhalt man fiir die 
Spannungen schlieBlich die Ausdriicke: 


I A F : igh 

a= 5 (6 +% +3 2é — Sinh 26) — 5 Cosh 241, (33a) 
1 3H dic pe bs : 

on = a Page aes ou 2 2) 


= (33) 

+ 5 Cosh2'¢ — 2 (F Sinh é + HA Cosh &) cos 1 

Te, = 0. (33¢) 

Den vorliegenden Fall hat Neuber*® als Stromlinienspannungszustand gedeutet und 

die Spannungen, gleichfalls unter Hinfiihrung von Bipolarkoordinaten, nach den 

von ihm fiir den Sonderfall verschwindender Randspannung entwickelten Beziehungen 
berechnet. 

Aus der Uberlagerung der beiden in den vorigen Abschnitten untersuchten Be- 
lastungsfalle A und B kann natiirlich auch die Loésung fiir das im Abstand @ von 
der X-Achse liegende Gleichgewichtssystem von Kraften nach B gewonnen werden: 
das angreifende Moment ist hierbei mit dem Wert M =a: Pu einzufihren. 

Dieser Fall wurde von Sonntag" untersucht und die Lésung durch Inversion, 
also unter Zuriickfiihrung auf einen, dem von konzentrischen Kreisen berandeten Ring 
zugeordneten Spannungszustand gefunden. 


11 Sonntag: Zur ebenen Biegung des stark gekriimmten Stabes mit verénderlicher Quer- 
schnittshéhe. Mitt. a. d. Mech. Techn. Labor. d. T. H. Miinchen 1931, H. 35. 


22 E. Tremmel: 


C. Als weiterer, im Hinblick auf das spezielle Ziel dieser Veréffentlichung be- 
sonders wichtiger Punkt sollen die statischen Verhiiltnisse in der offenen Ringscheibe 
unter radial auf die Randkreise wirkenden Gleichlasten erértert werden. In den 
Querschnitten 7» —= +0 denken wir uns hierbei die Spannungsresultierende im 
Gleichgewicht mit der iuBeren Kraft N,. Es ist also die Spannungsfunktion fiir 
den Fall der auf die Randkreise wirkenden radialen Gleichlasten p,, ps einschlieB - 
lich der am Querschnitt angreifenden Einzellast N,. zu ermitteln (Abb. 6). Die 
Untersuchung soll: hier lediglich fiir den Fall des belasteten AuBenrandes 5 = «, 
also mit pz; — 0 gefiihrt werden; die fiir den belasteten Innenrand ¢ = f mit p, = 0, 
ppg geltenden Beziehungen folgen einfach durch Vertauschung von « und f. Der Ein- 
fachheit halber wird in den folgenden Formeln der Zeiger bei der Bezeichnung der 
Belastung weggelassen und statt p, kurz p geschrieben werden. 


SPANMUNGEN Gy 
Guerschitt 9-0 


Ee. 


QI 


B 
Abb. 6. Belastungsfall: Radiale Gleichlast p + Spannungsresultierende Ny = \ 6, ds im Scheitel. 


a 


Da nur die zwei auf die Randspannungen o: beztiglichen Bedingungen a) zu erfillen 
sind, muB beim offenen Ring eine einfache Spannungsfunktion y = h®@, in der 
nur zwei Konstante auftreten, zur Beschreibung des Spannungszustandes genitigen. 


Wie sich leicht zeigen laBt (Abb. 6), hat das Moment der duBeren Belastung p 
in bezug auf die Mittelpunkte der Querschnittskreise 7 = konst. einen festen, von 7 
unabhangigen Wert; das von den Schubspannungen in den gleichen Punkten bewirkte 
Moment mu8 daher ebenfalls konstant sein oder tiberhaupt verschwinden. Im ersten 
Fall konnte man daher zur Beschreibung des Spannungszustandes die Funktion 
y =h ®, cosy mit ®, nach (13) verwenden, bei der, wie aus (24) zu ersehen ist, das 
Moment der Schubspannungen beziiglich der Mittelpunkte der Querschnittskreise 
konstant wird und die auf die Spannung o; beziiglichen Randbedingungen ent- 
sprechend (22a) und (23a) gerade die vier vorhandenen Freiwerte erfordern. Einfacher 
ist es natiirlich, ene Spannungsfunktion zu wihlen, bei der das Moment der Schub- 
kraft bzw. die Schubspannungen selbst verschwinden, wie wir sie in y = h ®, mit @, 
nach (14) kennengelernt haben. Da bei dieser Funktion zur Erfiillung der o; zuge- 
ordneten Randbedingungen, wie aus (30a, b) hervorgeht, tatsichlich nur zwei Frei- 
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werte notwendig sind, werden wir in (14) eine der Konstanten streichen, und zwar 
am zweckmafigsten die Konstante F und die weiteren Untersuchungen mit dieser 
Spannungsfunktion durchfiihren. Diese neue Funktion, in der F nicht auftritt, be- 
zeichnen wir mit ®,. 


Die Randbedingungen a) lauten analog (30a, b) fiir 


=a:  6,Coshé— = Sinh é = — b- p, (34a) 
‘ Hh (i a, : 
E=B: ®,Coshé — 3 Sinh é = 0. (34b) 


LO) ‘ ; 
3 as eingesetzt, so erhalt man das Gleichungssystem 


G — H Sinh? « = — p-b, 
G — H Sinh? Bp = 0 


Wird hier fiir ©, und 


mit den Losungen 
Cai, Cosh 2 6 — 1 
Cas oP eon ad = Coan ® a (35a) 
2 
f= —pb Cosh 2 8 — Cosh 2 « ” (35b) 
die, in (19a, b, c) mit F = 0 eingefiihrt, fiir die Spannungen nachstehende Ausdriicke 
liefern: 


abs Cosh 2 6 — Cosh 2 & 
% = — P Cosh 2 8 — Cosh 2a’ (36a) 


0, = Ce so Coe 2 (2 + Cosh 2 6 + Cosh 2 € — 4 Cosh cos 7), (36b) 


Tr, = 0. (36c) 


Die gleichen Funktionen in etwas anderer Form verwendet Foppl‘, allerdings 
zur Beschreibung der unter radialer Randbelastung im geschlossenen Ring auftretenden 
Spannungen. 


Der Spannungszustand (36a, b, c) ist, wie schon festgestellt, wegen 


oD 

rs ie 
schubspannungsfrei. Zur Aufrechterhaltung des auBeren Gleichgewichtes sind daher 
in den Querschnitten 7 = + 0 die Resultierenden der dort wirkenden Spannungen o,, 
als auBere Lasten anzubringen. Fir die zur X-Achse parallele Komponente der 
Resultierenden der Spannungen o,, ergibt sich allgemein 


B 


N,,,—=4\ o, cos pds (37) 


a 


und nach Durchfiihrung der Integration und Einsetzen aus (35a, b) 


p-b:d 2 Sinh (8 — «) Cosh 6 — (Sinh 2 6 — Sinh 2 «) cos ie 
Nan = — ack Cosh Fa | a Cosh « — cos 7 
+2 (8 — «)I, (37a) 
woraus fiir die im Querschnitt 7 = +0 wirkende Kraft NV ,, folgt: 
p:b-d 2 Sinh (8 — x) Cosh 8 — (Sinh 2 6 —Sinh 2 «) 
Nao= Cosh 2 6 — Cosh 2 « Cosh « — 1 r 2 (6 — a)}. 
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Fiir das Moment der Spannungen, bezogen auf den Ursprung des Koordinaten- 
systems X—Y, gilt (Abb. 1): 

M,,=4\ o,%,sin yds; 
damit ergibt sich fiir das Moment der Spannungsresultierenden im Querschnitt 7, 


bezogen auf den Ursprung: 
d cos 


‘ M,, = pb Cosh « — cos 
und fiir den Querschnitt 7 = + 0 
d 
M0, 0 one (Be) 


Mit NV,, und dem von der X-Achse aus gezahlten Abstand 


M,o 
Jo N 


“0 

ist die im Querschnitt 7 = + 0 angreifende Spannungsresultierende der GroBe und 
Lage nach festgehalten. Sie liegt, wie es bei allen bogenfoérmig berandeten Scheiben 
der Fall ist, in der inneren Halfte des Querschnittes. 


Die zur X-Achse parallele Komponente der Lastresultierenden P wird mit (Abb. 6) 


P=2pr,sin> 


GI) 
Ge 
Nip = Psnz, 
wobei 
ee ara ee, 
b-d (1 + Cosh «) (1 — cos n) 
Nav =P Sinh « Cosh « — cos 7 : (39) 


Die zur Y-Achse parallele Spannungskomponente erhalt man aus der Y-Komponente 
der auBeren Kraft, womit die resultierende ,,Normalkraft“ fiir jeden Querschnitt 
gegeben ist. Es gilt 

NV are Dd, 
daher 


sin 4 
Die Nya ~ PO rang soo (40) 
SchlieBlich sollen noch folgende Beziehungen, die natiirlich auch den Gleichgewichts- 
bedingungen zu entnehmen sind, direkt abgeleitet werden; das Moment der Radial- 
belastung p, beziiglich des Mittelpunktes eines Querschnittskreises 7 ist (Abb. 6) 


MS, = (*. sin 5 ee cos, 


demnach wird 
d 
Myth Caan (4h) 


wie schon eingangs erwihnt, konstant. Wird dieses Moment auf den Ursprung des 
Koordinatensystems bezogen, so folgt 


as 2 P 
My», yz 2p T 20 x sin® “9°? 


Cosh « 1 —cos 7 
Poa 2 5 
My», = pbd Cosh « —1 Cosh «—cos 7° (41a) 


Um den Ubergang auf den im Querschnitt 7 = + 0 kraftefreien offenen Ring zu 
volliziehen, ist dem oben erhaltenen Spannungsfeld der durch das Gleichgewichts- 


Zur Theorie kreisberandeter Bogenscheiben. 25 


system der in der X-Achse wirkenden Krifte — N ao (33a, b, c) und das Moment 
— My, (28a, b, c) bewirkte Spannungszustand zu tiberlagern. 


Wie aus dem Vergleich der fiir die Spannungen o, in (28b), (33b) und (36b) bzw. 
gegebenen Ausdriicke hervorgeht, kénnen die in den Querschnitten auftretenden 
Spannungen durch diese Superposition nur bis auf ein verbleibendes Gleichgewichts- 
system von Spannungen getilgt werden; nach dem St. Venantschen Prinzip aber 
erstreckt sich der Kinflu8 dieser Restspannungen nur auf einen etwa der Ringbreite 
entsprechenden, von 7 = + 0 aus gemessenen Ringsektor. 


4 
y SPAMMUNGEN Cy 
Guerschnliin=0 


SPEMWhgen H 
( Eu 
\ 


Y 


(vergroert) 


Mu $Y, WY 
Tix Vp 4) 
4 ee Gn 
a, | 
My le 


ax 


y \ = 


2 


Abb. 7. Angriff eines Schubkraftpaars. 


Eine scheibentheoretisch exakte Losung fiir den geschlossenen Ring bei radial 
belasteten Randkreisen hat W. Miiller® verdffentlicht. Zur Beschreibung dieses 
Spannungszustandes verwendet Miller die symmetrische Losung der Scheiben- 
gleichung 


y = h(®, cosy + ©), 
wobei ®, der Funktion ®, mit H = 0 entspricht. Aus den Randbedingungen 


Cas Oi mee fs = 10s 6; = Q, 


die, wie schon bemerkt, vier Gleichungen ergeben, sowie der beim geschlossenen 
Ring hinzutretenden Eindeutigkeitsbedingung werden die fiinf wesentlichen Konstan- 
ten A +G, B, O, D, F mit nachstehenden Werten berechnet: 


B= =F = —2g9Cosh(«—f), C=—gSmh(« + §), 
D = +9 Cosh (« + f), 
A+G= +g [Sinh (« — f) + Cosh (a — £) Sinh 2 6], 


wobei der Proportionalitatsfaktor g mit 


1 
Die Parc (a 28) (Sink? we. Sin.p) 
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bestimmt wurde. Auf den Zusammenhang zwischen dieser Lésung und der oben 
fiir den offenen Ring erdrterten, soll noch zuriickgekommen werden. 

Mit dem zuletzt behandelten Belastungsfall ist die Untersuchung der mit der 
symmetrischen Lésung der Scheibengleichung zu beherrschenden Lastfalle — zumindest 
soweit sie fiir den hier verfolgten Zweck in Betracht kommen — abgeschlossen. 


D. Als einziger antimetrischer Belastungsfall mége das im Querschnitt 7 = + 0 
auf den offenen Ring wirkende Schubkriaftepaar von der Gréfe Py betrachtet werden 
(Abb. 7). Die Krafteinleitung soll hier der Schubspannungsverteilung entsprechen. 
Zur Kennzeichnung dieses Spannungszustandes wihlen wir die in (15) angegebene 
Funktion y =h@,siny mit A = 0. 

Die auf die freien Rander beziiglichen Bedingungen a) erfordern, wie aus (20) 


hervorgeht, wegen o: = 0 (42a) 
fiir 

E=a a0, 

is: 5E = 0 (43a) 


Aus Gleichgewichtsgriinden muB ferner das auf den Mittelpunkt der Kreise 7 = konst. 
bezogene Moment der Schubkrifte das von den auBeren Kraften P), bewirkte Moment 
kompensieren; daraus folgt B 


d\ te, 7,48, — Py %_ = 0 (44a) 
und nach Einsetzen aus (20c), (5a, b) sowie (8a) 
B Py 
[Pils= ee (44b) 
Nach Einsetzen fiir ®, und ae erhalt man fiir die Konstanten ein Gleichungs- 


system, das in seiner Koeffizientenmatrix vollkommen mit den Gl. (23b, c) und (24b) 
des Abschnittes A tibereinstimmt, wahrend das einzige Absolutglied — P, dort durch 
M/b ersetzt wird 


B+ 2C Sinh 2 « + 2 DCosh 2 « = 0, (42b) 
B+2C Sinh 2 6 + 2 DCosh 2 6 = 0, (43 b) 
Ve 
B (B — x) + € (Cosh 2B — Cosh 2.x) + .D(Sinh 28 —Sinh2a)=—-— , (44) 
die Lésungen lauten daher, wobei L die gleiche Bedeutung hat wie in (27), 
Py 1 
Bee are 
CG Py 1 Sinh (6 + a) 
ra d L 2Cosh (B — a)’ 
en Py 1 Cosh (6 + a) 
d L 2Cosh (f — a) ° 


/ 


Nach Einsetzen der Konstanten in (21) und einigen Umformungen gelangt man 
schlieBlich zu folgenden Ausdriicken fiir die Spannungen: 


iy Cosh.(f +-« —2£)] .. : 
o=+ 377 | Cosh (B= a) | Sinh & sin », (45a) 
Py l 1 ; 
0, = — 4 Zr cena [Sinh (8 + « — 2 €) (Cosh € — 2 cos) + 
+ Sinh (8 + « — é)] — Sinh é\ sin 7, | (45b) 


Py 4 Cosh (6 + « — 2€) 
yk oe | Gave atas | (Cosh  — cos 7) cos 7. (45c¢) 
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Die oben erwaihnte formale Ubereinstimmung des Gleichungssystems (42b), (43b) 
und (44c) mit den Gleichungen (23b, c) und (24b) beruht darauf, daB zwischen den 
Schubspannungen, hervorgerufen durch den Momentenangriff t.,, und den vom 
Schubkraftepaar bewirkten Tenpy die formale Gleichung 


Veg Py Tenm ctg H 


besteht, wie aus dem Vergleich von (18c) mit (20c) hervorgeht. In (44a) kann daher, 
wenn dort t:,, durch — ctg 7° t:,, 4 ersetzt wird, der Kotangens gegen 2, e=b-ctgn 
gekiirzt werden, so daf an Stelle von Py z,,, wenn noch der Vorzeichenwechsel durch- 
gefithrt wird, + Py-b tritt, gegeniiber — M in (24). Damit sind wir in der Lage, 
die fiir den Querschnitt 7 resultierende Schubkraft bei dem vorliegenden Lastfall 


einfach aus den beim Momentenpaar entwickelten Formeln umzurechnen. Es gilt 
demnach: 


b 
Tey = se Tem’ ctgn: ae Py, 


b 
ie — =, Ty uw tg nap Pr, 


Se) dab also die nach (29a) und (29b) gegebenen Ausdriicke nur mit + ctg7 zu 
multiplizieren sind. Die Resultierenden der Spannungen o, ergeben sich dann aus 
den Beziehungen 

Des a Npy= 0 
sowie 

Typy t+ Nyp, = 9. 
Der Abstand der Resultierenden 7',p,, von der X-Achse ist gegeben durch 


Py 2 a, Py b-ctgn — 
Tie TP p 


Py 
Dis M b G etg 7] Mu 
und ist mit 
M 
Ye = Goa 


der gleiche wie bei reiner Biegung. 


5. Verschiebungen. Die im folgenden verwendeten Ausdricke fiir die Ver- 
schiebungskomponenten w und v wurden dem Verfasser von Herrn P. Schiske zur 
Verfiigung gestellt; iiber das zu ihrer Ermittlung angewandte Berechnungsverfahren, 
das auf der Ubersetzung der. obigen Ansitze in die komplexe Darstellung der 
Spannungen und der Spannungsfunktion!? beruht, wird Herr Schiske an anderer 
Stelle berichten. 


Die in Richtung und positivem Sinne mit den Koordinatendifferentialen dé und dy 
iibereinstimmenden Verschiebungen sind mit den auf das kartesische Koordinaten- 


system bezogenen Verschiebungen, die hier — entsprechend den von Herrn Schiske 
gewahlten Bezeichnungen — mit 6, und 6, bezeichnet werden sollen, wegen (9a, b) 
durch die Beziehungen 

0x U 0x v 

aS oy B= Oe (46a) 

OO OD eon (46b) 


CP he teh 
verkniipft. 


122 Vgl. N. I. Muschelisvili: Z. angew. Math. Mechan. 13, 264 (1933). 
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Mit den einzelnen Konstanten der fiir die symmetrischen Falle geltenden 
Spannungsfunktion wy = h (®, cos 7 + @,) sind die nachstehenden H-fachen Ver- 


schiebungskomponenten Hu und Hv verbunden, wobei zur Abkiirzung 


Mapll ll im ebenen Spannungszustand 
ae 


1 + ~) im ebenen Verzerrungszustand 
gesetzt ist : 
Symmetrischer Fall: 
A aes ae et) 
bzw. 


Cosh é sin 9 
Giz> Bo (a os 20) era a5 


Sinh cos 7 
Cosh & — cos 4 


Sinh € cos 7 — (7 — 2) Cosh € sin : 
Cosh € — cos 4 


B-HKu=—2(1 Seip lye 


€ Sinh € cos 
<2 (L 4) posh Fos eas go Ce POE 


Sinh € cos 7 + € Cosh sin y 


Cosh € — cos y | 


ies, 2 ae 


&€ sin 4 cos 


+ (1 +#) Gosh €—cosy + +H) ésing, 
(Sinh 2 € cos 2 7 — Sinh § cos 7) 
Cosh &€— cosy 
Sinh § Cosh 2 & cos 7 


Eh > ae Cudtiteeeresn — 2(1 +) Sinh 2 é cos y, 


C— Hu = —2(1+y4-—l) 


(Cosh 2 & sin 2 7 —Cosh & sin 7) 
Cosh € — cos i 


Ev=—2(1+ p=) + 


sin 7 cos 7 Cosh 2 & 
Cosh € — cos y 


+(1+4 4) + (1 + w) Cosh 2 € sin », 


D—-Hu= 2(1S Ml 1) Cosh 2 € cos 2 7 — Cosh é cos 9 ze 


moe Cosh € — cos 

(1 ) Sinh € Sinh 2 € cos 1 

he Cosh  — cos 4 

Sinh 2 € sin 2 7 — Sinh £ sin 7 
Cosh  — cos 2 


— 2(1 +4) Cosh 2 é cos », 


Hy = —2(1+ 4-1) 


sin 7 cos 7 Sinh 2 & : : 
ECE 42) Set Fae = + (1 +p) Sinh 2 é sin 7, 


€ Sinh € cos 1 — (yn — 2) Cosh & sin 
See Cosh € — cos » 
€ Sinh € Cosh & 


“ 


(47/1) 


(47/2) 


(47/3) 


(47/4) 


(47/5) 


(47/6) 


(47/7) 


(47/8) 


+ (1 +p) Gosh be sere (1 + w) Cosh € — (1 + wv) € Sinh é, 
5 Cosh & si Sinh & Wibe 
oO — 7 av 
Bo ait a) 
sin H Cosh & 
rt et) a ES Cosine (47j20) 
Sa € Cosh & cos » — & — (yn — a) Sinh é sin 7 
Hass ao D) | is es Nine Sea : f 
Boke ie Cosh € — cos 7 
E Sinh? & : 
t Cle) eee E—cosy ~ (t +#)(Sinhé + €Cosh &), (47/11) 
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Abe ¢ (7 — x) (Cosh & cos 7 — 1) & Sinh € sin + 
Ege (1 pre. yeaa eet Oe Binh d sien 
s 1) 


€ Sinh sin 
Cosh € — cos 7° 


eh a) (47/12) 


Im antimetrischen Fall ergeben sich mit 
yp =h(B,é + C, Cosh 2 € + D, Sinh 2 ) sin 7 
die H-fachen Verschiebungen: 


es (ha et) 
fu = Cosh & — cos 7 
+ C; (— Sinh 2 € sin 27 + Sinh sin 7) + D, (— Cosh 2 & sin 27 + Cosh & sin y)} + 


Sinh é 


-{{(1 — Cosh é cos 7) (7 — 2) — é Sinh é sin y] B, + 


+ (1 +) ache cpa (B, €é + C, Cosh 2 € + D, Sinh 2 €) sin 7 — 
— (1 + w) sin 7 (B, + 2 C, Sinh 2 — + 2 D, Cosh 2 &), (48/1) 
2(l tu—) 


Ey = SSGRRE Sa 9 { B, [(Cosh cos 7 — 1)  — (y — a) Sinhésiny] + 
+ C, (Cosh 2 & cos 2 7 — Cosh é cos 7) + D, (Sinh 2 € cos 24 — Sinh é cos y)} + 
Bee 2 
+ (1 +4) ee , (Bi€ + C, Cosh 2 & + D, Sinh 2 £) — 


— (1 + ,) cos 7 (B, € + C, Cosh 2 € + D, Sinh 2 &). (48/2) 


Mit Hilfe der Verschiebungen kann nun auf den Zusammenhang zwischen den oben 
fir den offenen Ring unter radialer Gleichlast angegebenen Spannungszustiéinden 
und der nach W. Miiller® fiir den geschlossenen Ring entwickelten Losung eingegangen 
werden. Aus (47/4), (47/10) und (47/12) geht hervor, daB die im Querschnitt 7 = + 0 
beim offenen Ring auftretenden Verschiebungen v nur von den mit den Konstanten B, 
fF, H verkniipften Gliedern herriihren, wobei vz und vy im Querschnitt 7 = +0 
linear von y abhangt, wahrend das mit H verbundene Glied vy, dort konstant ist. 
Wird dem offenen Ring die Spannungsfunktion 


wy =h®,=h(G, Cosh é + H, €Sinh &) 


(die Zeiger bei den Konstanten beziehen sich auf die Belastung) zugeordnet, so ist 
bei diesem Belastungsfall mit 
B-uyy = 2(1 +u—l)a:-H, 


offenbar ebenfalls nur eine Parallelverschiebung des Querschnittes 7 = + 0 ver- 
bunden. Fiir den geschlossenen Ring muf v in 7 = + 0 verschwinden. Hs ist daher 
dem Spannungszustand nach (36) ein durch die Spannungsfunktion (12) gegebener 
Spannungszustand zu tiberlagern: 


1 
= vo ®, , 008 4 + Do, o; 


wobei die Konstanten dieses Spannungszustandes hier zur Kennzeichnung den Index 0 
erhalten mogen; zur Bestimmung der Konstanten A, + Geb iGo. ie F eaunGk, 
stehen folgende Bedingungen zur Verfiigung: 
By + Fo =9, (a) 
A, ae 1S =0 (b) 


sowie die auf den freien Rand beziiglichen Bedingungen (22a) und (23a). Aus den 
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beiden Gl. (22b, c) erhilt man mit H, nach (35b) und den Gl. (a) und (b) in 
Ubereinstimmung mit der von W. Miiller gegebenen Losung fiir 
Tgh (6 — «) 

B= By=—Fy= +2p°6 Cosh 2 B + Cosh 2 « — 2’ 
ferner aus den beiden Gl. (23a) C, und D, und zuletzt aus den Gl. (22a) Ay + Go. 
Damit ergeben sich fiir die Konstanten im Fall des geschlossenen Ringes aus der 
Uberlagerung die }Werte: 

At+G=A,+QG4+6,.0 B=By=—fy* CS] Ce 22 & 
= ys By a0. 

Natiirlich kann der Ubergang auch in anschaulicher Weise nach dem in der Bau- 
statik tiblichen Verfahren durch Uberlagerung eines Moments und einer Normal- 
kraft entsprechend der Belastungsfaille A und B vollzogen werden. Es muf dann 
gelten 


A, +Hy +Hy =0 (¢) 
und 

By + Fy + Fy =9. (d) 
Wird in diese Gleichungen nach (35b), (32b) und (32c) sowie (276) und (27e) ein- 
gesetzt und nach M und WN aufgelést, so sind die Konstanten fiir die beiden Belastungs- 
fille bestimmt. Man erhalt 


LI Ctgh (6 — a) 
My = + pbd sane g 4 Sinh? a” (e) 
Sinhtf—Sinht a” 


N,=—pbd 


wobei die zur Abkiirzung eingefiihrten Bezeichnungen L, NV, N, die friiher angegebene 
Bedeutung haben. Setzt man den Wert von M, in (27b) ein, so gelangt man wieder 
za dem von W. Miller’ angegebenen Wert der Konstanten B. Die anderen Konstanten 
sind nach (27) und (32) zu berechnen; schlieBlich folgen fiir den geschlossenen Ring 
aus der Uberlagerung die Konstanten: 


A+G=Ay Gy Gy Gs B= + By = — (Fy + Fn), 
C= 0° DS Dy Fey are THe 


6. Weitere geometrische Beziehungen. Zur Erleichterung der praktischen Be- 
rechnung sollen noch einige geometrische Zusammenhinge angefiihrt werden, die 
unmittelbar aus den in Ziffer 2 angegebenen Beziehungen abzuleiten sind. 


Sind zwei exzentrisch liegende Kreise mit den Radien r,=7, und r;=7, und 
der Exzentrizitat e gegeben, deren gemeinsame Symmetrieachse die Y-Achse ist, 
so folgt aus (4b) (Abb. 2) 

Sinha =, Sinhg = 2 
a B 
und aus (4a) 
b Cotgh « — e = b Cotgh B. 


Wird der Ctgh durch den Sinh ausgedriickt, so ergibt sich 
Vr2+b—e=Vre+ 
und schlieBlich* fiir die Konstante b 


A Be ee = ; 
b= : V (es : a + & — 2(r,2 + 72); (49) 
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damit sind auch die Koordinaten « und £ bestimmt; wegen der Fehlerempfindlich- 
keit der Formeln sollen siebenstellige Tafeln fiir die Hyperbelfunktionen verwendet 
werden, besser aber ist es, die bendtigten Funktionen durch den berechneten Hyperbel- 
sinus auszudriicken und die Argumente aus der bekannten Formel 


zu berechnen. § = In (Sinh € + Cosh é) 


Handelt es sich um eine Bogenbriicke mit einem geradlinig begrenzten Rand und 
der Scheitelstirke d,, dann wird wegen 7, = 00, 7g und €= co (49) ungiiltig, und 
es ist (Abb. 8) 


sowie 


gh ae — —— 
Sinh B — "6 
woraus folgt: 
d,+r 
Cosh f = ——_—* 
"B 


usw. Zur Festlegung der dem 
Einspannquerschnitt — ent- 
sprechenden Koordinate 7, 
kann nicht ohne weiteres 
vom halben Zentriwinkel 


Px der Gewolbelamelle, wie y 
er bei der tiblichen baustati- 
schen Berechnung verwendet Abb. 8. Schema einer Bogenbriicke. 


wird, ausgegangen werden; 

da die Bogenachse dort im allgemeinen durch einen die Lamellenbreite im Scheitel 
und Kampfer halbierenden Kreis angenahert wird, entsprechen die luft- und wasser- 
seitigen Kampferendpunkte keineswegs den Schnittpunkten eines Kreises 7, = konst. 
mit den Kreisen € = 6 und =~. Man geht daher vom luft- oder wasserseitigen 
Kampferendpunkt aus; die Zentriwinkel yx;—= ys, Pea=Y. Ader beiden Rand- 
kreise r;= 1g, 74 =1, haben die gleiche Bedeutung wie die hier als Azimute ein- 
gefiihrten Winkel. Aus der Beziehung (Abb. 2) 


2g — Te COS Py = Te SIN Ye 


kann sinyg bzw. yg bestimmt werden: 
‘ Sinh € sin yp: 
S11 1] = “Cosh €— cos Ye" 


Geht man mit yx; in (50) ein, so ist nach Ermittlung von 
Sinh f sin wy, 


Ue te ea Cosh Bf —cos Vp 


das Azimut y, des Schnittpunktes von 7, mit dem AuBenkreis § = « zu berechnen, 
das nach dem friiher Gesagten nicht mit dem gegebenen Wert von y,, tibereinstimmen 
wird. Umgekehrt kann natiirlich gz, = yp, in (50) eingefithrt und damit yx bzw. y, 
ermittelt werden. SchlieBlich kann durch Verwendung beider Winkel 9,;, px, auch 
ein Mittelwert von 7, bestimmt werden: 


1 Ae! 
Km — 9 (are sin 7x; + are sin 7x4), 


der dann der Berechnung von »p, + Pga Ys * Pri SOWie allen weiteren Berechnungen 
zugrunde zu legen ist. 
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Fiir die der Kampferstarke entsprechenden Sehnenlinge d, gilt 


b : Aisa Vo 
- sin : : 
sin 1) x 2 
Wird der Winkel, den die Symmetrale der Kampfersehne, die Querschnittssymmetrale, 
mit der positiven X-Achse einschlieBt, mit yx bezeichnet, so ist 


dg = (51) 


VB = es 


ORS or (52) 


Ist ferner ein Punkt am Querschnittskreis 7 = 4, durch sein Azimut yw; gegeben, 
dann wird der Winkel y; zwischen der ihm zugeordneten positiven Verschiebungs- 
richtung « und der Querschnittssymmetrale ausgedriickt durch 


te= > —(ve—Yx); (53) 


demnach mit (53) fiir y= y,: 


YB meaty 
le ee 


und fiir y = ys: 


ee 

Werden zwei auf einem Kreis 

€ = konst. liegende Punkte 

L(y =n, y= Yr) und &(y = 7p, 

+ W=wYpr) miteinander verbunden 
(Abb. 9), dann schlieBen die vom 
Mittelpunkt des Kreises é = konst. 


Abb. 9. Lage und Richtung einer Sehne des Kreises ee Re eee Pere ie 
£ — konstant gegentiber den Verschiebungsrichtungen u,v 208enen Radien den Winkel 
ihrer Endpunkte. Yr— yz, ein. Hierbei ist zu be- 

achten, da® fiir Punkte mit 

1, > %, T, <9, yy, negativ wird. Fiir den Winkel y, den diese Halbmesser mit der 


die beiden Punkte verbindenden Sehne LR bilden, gilt: 


It pe 
ae Gees (54) 


7. Naherungsberechnung eingespannter Gewodlbe. Bei der Berechnung einge- 
spannter, beliebigen Randbelastungen unterworfener Gewodlbe handelt es sich 
bekanntlich darum, einen Spannungs- bzw. den zugehérigen Verschiebungszustand 
zu bestimmen, mit dem sowohl die auf die Belastung. beziiglichen Rand- 
bedingungen wie auch die den Verschiebungen zugeordneten Bedingungen, letztere 
in zwei ausgezeichneten Querschnitten /f, (x,y) und f, (a, y), erfillt sind. Bei 
starrer Einspannung sind diese durch die Forderung u=v=0_ entlang 
fH. (yx1 = konst.) und f,(yzz = konst.) gegeben. Bei den hier mit der allgemeinen 
Spannungsfunktion 


yp =h(®, cosy + @, sin + @), 


behandelten Fallen stehen mit A +G, B, C, D, fF, H und B, 0, D (wenn die dem 
antimetrischen Fall zugeordneten Groen iiberstrichen werden) neun Freiwerte zur 
Erfillung der Randbedingungen im unsymmetrischen Fall zur Verfiigung. Die 
Beriicksichtigung der Randbelastung ergibt, wie man (18a) und (20a) entnimmt, 
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zusammen sechs Bedingungen, so da8 zur Erfiillung der Einspannbedingungen nur 
noch tiber drei Freiwerte verfiigt werden kann. Wir sind daher gezwungen, uns — 
éhnlich wie es Hofacker® getan hat — auf drei (zwei) bestimmte, der Einspannung 
méglichst weitgehend gerecht werdende Forderungen zu beschrinken (Abb. 10). 
Die Auswahl dieser drei (im symmetrischen Fall zwei) Bedingungen ist so zu treffen, 
da durch sie auch der resultierende Verschiebungszustand — im Rahmen der bei 
der Na&herungsrechnung gegebenen Méglichkeiten — eindeutig festgelegt ist. Eine 
ausgezeichnete Strecke, an die das Verschiebungsfeld angeschlossen werden kann, 


Abb. 10. Verschiebungen der Kaémpfersehnen bei angendherter Erfiillung 
der HKinspannbedingung. 


mu daher in ihrer Lange und Richtung erhalten bleiben. Die Bedingungen sollen 
hier demnach wie folgt formuliert werden (Abb. 10): 


1. Die Lange der die beiden inneren Kaimpferpunkte K,(é = 6,7 =y7x,) und 
Kp(é = 8B, 7 = xR) Verbindenden Sehne soll unverandert bleiben. 


2. Die gegenseitigen Verschiebungen der auf dem Kreis 7 = 7, gelegenen inneren 
(€ = B) und auBeren Kampferpunkte (§ = «) parallel zur Symmetrielinie des Kampfer- | 
querschnittes miissen verschwinden. Im unsymmetrischen Fall ist diese Bedingung 
fiir beide Kimpfer (y = ng1, 47 = xR) 2U erfiillen. 


Soweit die theoretische Festlegung des Problems. Praktisch wird man die immerhin 
zeitraubende Auflésung des neun- bzw. sechsgliedrigen Gleichungssystems durch 
Anwendung des einfacheren und iibersichtlicheren baustatischen Verfahrens umgehen. 
Der auBeren Belastung sind dann zur Erfiillung der Formanderungsbedingungen 
statisch unbestimmte Gleichgewichtssysteme von Momenten, Kraften und Schub- 
kraften zu iiberlagern, deren GroBen aus Elastizitatsgleichungen berechnet werden. 
Da die den einzelnen Belastungsfillen zugeordneten Spannungs- und Verschiebungs- 
felder nach dem fritheren gegeben sind, ist die Aufgabe damit auf die Auflosung 
drei- bzw. zweigliedriger Gleichungssysteme beschrankt. 


Die mathematische Fassung der oben aufgestellten Bedingungen bietet keine 
Schwierigkeiten. 
Ingenieur-Archiv VIII, 1. 3 
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Bedingung 1 lautet im allgemeinen unsymmetrischen Fall (Abb. 9): Fiir die auf 
die Richtung der Sehne K, Kp projizierten Verschiebungen gilt 


— uz,cosy + vz sing = ug Cosy + VR SiN Y 
oder 
(up + uz) cos g + (vg — vy) Sing = 0, (55a) 


wobei gy nach (54), einzusetzen ist. 
Wird unter Einfiihrung der H#-fachen Verschiebungen nach Hinzelwirkungen 
aufgespalten, so erhaélt man z. B. fiir Lup: 
Hupg=Eupy + M Hupy + Py: Huge, + Py: Hupp, 


und analoge Ausdriicke fiir die anderen Glieder von (55a). Die Werte H upg stellen 
bekanntlich die von den Belastungseinheiten Q = 1 bewirkten H-fachen Verschie- 
- bungen dar, die fiir die Punkte K, (8,7, 1) und Kp(f,yxR) nach (47/1) bis (47/12) 
bzw. (48/1) und (48/2) zu bestimmen sind. 


Wird in (55a) eingesetzt, so ergibt sich, wenn noch die Unbekannten M, Py, und P, 
auf die linke Seite gebracht werden, die Elastizitatsgleichung in der Form: 


Q=M,Py,P, 
3) Q [(Ure + Uz,q) Cos p + (Ure — Yzq) sng] = 
eae [(Urp a Un») COS P te (Urp se Uz») sin Q]. (55b) 


Im symmetrischen Fall wird die die Punkte K; und Kz verbindende Sehne wegen 


Wr = Pr= VEB 
demnach 


14 
} ae Pm ag 
parallel zur X-Achse; (55a) geht daher tiber in 


Ont ar Ox R 


und da kein Verschiebungssinn ausgezeichnet ist, miissen hier beide Seiten dieser 
Gleichung verschwinden. Es gilt daher 


E36 
oder 


Zur Formulierung der zweiten Bedingung bendtigen wir die auf die Richtung yx 
bezogenen Verschiebungskomponenten 6,,. Allgemein gilt wieder 


Oxy, = Ux ¢ COS Xs + Vx ¢ SN YZ; (56a) 


fiir den auSeren Kampferpunkt (€ = «1, 7 =x) mit x, nach (53a), daher 


5 roe . Bb Vx 
Kya = — Ugg 8M ——z-— + Ugo CO8 


Voy, 
5 (56b) 
und fiir den inneren Kampferpunkt (€ = 8,7 = 7x) mit yg nach (53b) 
ey Bear Ve Vie 
oop = + Uz, sin + Vx g COS a. (56c) 


Der mathematische Ausdruck fiir die zweite Bedingung lautet demnach: 


Ory = Ory a, (57a) 
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Wird wieder nach den einzelnen Belastungen aufgespalten, so folgt schlieBlich bei 
Verwendung der abgekiirzten Schreibweise 


Q=M, lee 


SQ (8x90 — Oxy, 0) = — P (Sx vgn — Sx9, 0): (57b) 


Im unsymmetrischen Fall ist die Gl. (57b) fiir beide Kampfer aufzustellen. 


Mit der Auflésung des Gleichungssystems nach M, P, und Py bzw. im symmetri- 
schen Fall nach M und P, ist die gestellte Aufgabe erfiillt. Aus der Uberpriifung 
der resultierenden Relativverschiebungen der vier Kimpferpunkte, gegebenenfalls 
auch der eines inneren Punktes, 7 = 7, B > > «, laBt sich abschitzen, inwie- 
weit den strengen Einspannungsbedingungen durch das Naherungsverfahren in speziellen 
Fallen Geniige geleistet wird. 


Zur naherungsweisen Beriicksichtigung der Baugrundelastizitat werden die 
theoretischen Einspannquerschnitte (7 = 7, , und 7 = yx g) entsprechend. dem Vogt- 
schen* Verfahren nach auswirts verschoben. Fir ein E-Modulverhaltnis E,/E, = 1 
(der Zeiger F entspricht hierbei dem Fels, B dem Beton) verlegt Vogt? den theoreti- 
schen Kampfer etwa um die 0°4fache Breite des wirklichen Kampfers gegen den 
Stiitzkorper zu. Bei nachgiebigerem Gebirge wird diese Ziffer entsprechend zu ver- 
groBern sein. 


Der aus der Uberlagerung errechnete endgiiltige Spannungszustand wird neben 
den zufolge der nur naiherungsweise erfillten EKinspannbedingungen und den gewib 
etwas willkiirlichen Annahmen iiber die Widerlagernachgiebigkeit entstehenden 
Abweichungen von der Wirklichkeit auch noch mit weiteren Fehlern behaftet sein. 
Hofacker? weist auf die Spannungsanhéufungen in den auf den Randkreisen liegenden 
Kampferpunkten hin, bedingt durch den in der Rechnung nicht beriicksichtigten, 
scharfen Ubergang vom Gewélbe zum Widerlagerkérper. Dazu mu8 allerdings bemerkt 
werden, da gerade in der jiingsten Zeit darauf geachtet wird, diesen Ubergang durch 
die Anordnung von Ausrundungen moglichst kerbmild zu gestalten; spannungs- 
optische Untersuchungen zeigen, da schon mit verhaltnismaBig geringen Ausrundungs- 
radien ein starker Abbau dieser Kerbspannungen erzielt werden kann. SchlieBlich 
wird sich zufolge der Giiltigkeit des St. Venantschen Prinzips die von der Unstetig- 
keit bewirkte Stérungszone nur tiber einen kleinen Bereich in Kampfernahe erstrecken. 


Alle weiteren Einfliisse auf die Wirklichkeitstreue des in der vorstehenden Art 
berechneten Spannungsfeldes, so auch die Frage der Richtigkeit der hier tiber die 
Homogenitat und Isotropie sowie der Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes getroffenen 
Annahmen, sollen im vorliegenden Fall unbeachtet bleiben, da es sich nur darum 
handelte, der tiblichen baustatischen Loésung ftir das stabartige Tragwerk die unter 
den gleichen Annahmen berechnete Scheibenlésung gegentiberzustellen. 


8. Das resultierende Verschiebungsfeld des eingespannten Bogens. Die oben 
hinsichtlich der Einspannung aufgestellten Bedingungen beziehen sich auf das 
Verschwinden bestimmter gegenseitiger Verschiebungen ausgezeichneter, auf den 
Kampferquerschnitten liegender Punktepaare. Mit den auf Grund dieser For- 
derungen berechneten Gréfen M, P, und Py bzw. den aus ihnen abgeleiteten 
Konstanten kann der Spannungszustand — im Rahmen der Na&herung — einwandirei 
beschrieben werden. Da sich die obigen Bedingungen aber nur auf Relativverschiebun- 
gen beziehen, geben die aus den Konstanten (47/1) bis (47/12) bzw. (48/1) und (48/2) 
berechneten u- und v-Werte noch kein richtiges Bild des Verschiebungszustandes. Bei 

3* 
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starrer Einspannung miissen die Absolutverschiebungen entlang der Kampferquer- 
schnitte verschwinden, wir werden daher bei dem hier angewandten Niherungsverfahren 
eine ausgewihlte, in ihrer Lange unverandert gebliebene Strecke der starr gedachten 
Scheibe in die Nullage bringen und das Verschiebungsfeld an diese Strecke anschlieBen. 
Laut Bedingung 1 ist die feste Strecke durch die innere Kampfersehne gegeben, 
und es besteht nun die Aufgabe, die erforderlichen Bewegungen der starren Scheibe 
durchzufihren. 


Aus (46a) und (46b) erhalten wir fiir eine starre Schiebung der gesamten Scheibe, 
wenn die Verschiebungskomponenten in kartesischen Koordinaten mit 0, = C, und 
6, = C, bezeichnet werden, durch eine einfache Rechnung im Bipolarsystem 


u= —C,siny + C, cos y, (58a) 
v = — C, cosy — Cy sin y. (58b) 

Fiir die starre Drehung gilt im kartesischen System bekanntlich 
6,= —Osy, (59a) 
Oy= +C,2% (59b) 

und aut Bipolarkoordinaten transformiert: 

u= +C, Ctgh é sin y, (60a) 
v = — CO, ctg 7 sin y. (60b) 


Sollen nun die Absolutverschiebungen in K,; und Kp verschwinden, so ist dem 
aus M, P,, Py und p berechneten elastischen Verschiebungszustand ein (starres) 
Verschiebungs- und Drehungsfeld zu iiberlagern, dessen Konstanten am einfachsten aus 
den nach (52a) transformierten Verschiebungen w,, vz, und wp, Vg im kartesischen 
System zu bestimmen sind: 


Oe, +C, — C3 yz = 9, (61a) 
Sager Cy aC par = 05 (61b) 
O.r +C, — Cs yr = 0, (61 c) 
Oy Oa Cs te = 0. (61d) 


Das sind vier Gleichungen mit drei Unbekannten, die nur dann vertraglich sind, wenn 


Ong Os OR Up 
OyR ee Oy 1, ate 


diese Bedingung aber ist offensichtlich identisch mit (55). Mit den Konstanten C,, 
C, und C; erhalt man fiir die resultierenden Verschiebungen im Bipolarkoordinaten- 
system unter Verwendung von (58a) und (58b) sowie (59a) und (59b) 


u=u—C, sin y + C, cosy + C, Ctgh é sin y, (62a) 
v =v — C, cos yp — C, sin y — C, etg 7 sin y, (62b) 


wobei hier die endgiiltigen Verschiebungen durch Uberstreichen von den rein elastischen 
unterschieden werden sollen. | 
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Im symmetrischen System wird 6, = 0 und 0, 1 = 5,p; 80 daB die Konstanten C, 
und C, verschwinden und (62a) und (62b) tibergeht in 


u=u + C, cos y, 


Si 


=v — C;, sin y. 


Mit den Werten w und 2», die voraussetzungsgemaB in den Endpunkten der inneren 
Bogensehne verschwinden, ist das resultierende Verschiebungsfeld der Scheibe im 
Rahmen der hier getroffenen Naherungsannahmen gegeben. 


Aéimprerspannungen Gn 


Kaimplerspatingen En 
ae 


Scheitelspannungen Oz 
/ \ : yA VIE € 


ave tis 


Lergebnisse aelementaren Berechhing strictliert) 


= 


a 


“07K as 


Abb. 11. Eingespannter Bogen unter hydrostatischer Belastung. 


9. Numerische Ergebnisse. Im Zuge der statischen Untersuchung einer von 
der Tauernkraftwerke A. G. ausgefiihrten Gewolbemauer, der Mollsperre am FuBe 
des Pasterzengletschers, wurden fiir eine Bogenlamelle die elementar berechneten 
Spannungen mit dem oben beschriebenen scheibentheoretischen Naherungsverfahren 


uberprift?’. 
Bei den gegebenen Radien (Abb. 11) 
1, =, = 44°250, 


1, =, = 30°757, 
der Exzentrizitat 
Lt 


sowie dem aus den Absteckelementen berechneten Zentriwinkel des Innenkreises 
Ve; = Wp = 56° 47’ 25" ergaben sich fiir die Spannungen die in nachstehender 


Tabelle angefiihrten Werte: 


18 Die numerische Berechnung wurde unter Anleitung des Verfassers von Herrn Dipl.-Ing. 
IT. Wohr1 durchgefihrt. 


38 E. Tremmel: Zur Theorie kreisberandeter Bogenscheiben. 


Eingespannter Bogen unter hydrostatischer Belastung p = 1 ¢/m?, 
Zug +, Druck — 


peu Spannungen in ¢t/m? 


Kimpfer Scheitel 
§ Oh oe . Tee ene = ayy ? | i a 

Mt. | “4 RES “sn - ot elementar “in 
1,136 = 8 0 | —8-7671. | —10°81 | 0 0 Lu 20015. oa 1740 et 
1,067 —0°4654 | —7°0884 os | +0°3277 | —0-1845 | —57761 | 9 0 
0,999 —0°7805 | — §:0471 S's | +0°4120 | —0-4341 | —7°3139 | a3 0 
0,952 —0°9109 | —3°4532 gk | + .0°3465 | —0°6300  — 84468 ae 0 
0,904 —1:2131 | —20608 | => | 4.02060 | —1°0539 | —97172 |) “> 10 
0,861 = «| —1-:0000 | —0°8179 | + 1°89 | 0 —1°0000 | —10°8052 | — 12-355 | 0 


und fiir die radiale Verschiebung im Scheitel: 


radiale Scheitelverschiebung 


E. 6, Luftseite | Wasserseite 
scheibentheoretisches Naherungsverfahren | 406 | 699 
elementar | Bey: 


Die Unterschiede in den Ergebnissen sind demnach bei der hier verhaltnismaBig 
geringen Exzentrizitét nicht allzu groB. Immerhin zeigt es sich, da zufolge der 
giinstigeren Lage der Resultierenden die Kampferspannungen in Wirklichkeit wesent- 
lich geringer sein diirften als es nach der iiblichen baustatischen Berechnung zu er- 
warten ist. Die fiir den Scheitel elementar ermittelte, also auf die Bogenachse bezogene 
Radialverschiebung liegt, wie es sein mu, innerhalb der scheibentheoretisch fiir die 
beiden Randpunkte berechneten Werte. 


10. SchluBbetrachtung. Die numerische Durchfiihrung des hier beschriebenen 
Rechnungsganges erfordert einen nicht unbetrachtlichen Rechenaufwand. Trotz- 
dem wird es sich in bestimmten Grenzfillen immer lohnen, die baustatisch 
ermittelten Spannungen und Verschiebungen der Bogeénlamellen scheibentheore- 
tisch nachzupriifen. Im iibrigen zielen die Bestrebungen der Statiker in neuerer 
Zeit darauf hin, das tibliche Naherungsverfahren der Berechnung von Gewélbe- 
mauern, in dem das Flaichentragwerk durch einen ideellen Rost ersetzt wird, 
dessen beide Tragerscharen elementar berechnet werden, zu verlassen. An seine 
Stelle sollen nun schalentheoretische Untersuchungen treten (Té6lke™, Parkus'® 
usw.), mit denen der Spannungs- und Verschiebungszustand natiirlich weitaus 
wirklichkeitstreuer zu erfassen ist als mit jeder anderen Berechnungsart. Allen 
diesen Verfahren liegen die bekannten Naherungsannahmen zugrunde, wie die 
im Vergleich zu den itbrigen Abmessungen geringe Schalenstirke, die Kleinheit 
der senkrecht zur Mittelflache wirkenden Spannungen usw. Gerade aus diesem 
Grunde kénnte der in der vorliegenden Arbeit behandelte, lediglich auf die 
Bogenlamelle beziigliche Berechnungsgang, in welchem hinsichtlich der Scheiben- 
breite, der Schubverzerrungen usw. keinerlei einschrankende Voraussetzungen ge- 
troffen. werden miissen, eine brauchbare Erginzung der Schalenuntersuchungen 
bedeuten. 


4 Toélke: Wasserkraftanlagen, Bd. II: Talsperren, 8S. 487ff. Berlin. 1938. 
* Parkus: Die Grundgleichungen der Schalentheorie in allgemeinen Koordinaten. Osterr. 
Ingenieur-Arch. 4, 160 (1950). 
(Eingegangen am 10. November 1953.) 
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Koordinatentransformationen 
mit Hilfe eines Fluchtliniennomogramms und Anwendungen 
auf die graphische Lésung von Differentialgleichungen. 


Von W. Richter, Frankenthal'. 
Mit 6 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Gewisse Koordinatentransformationen kénnen mit Hilfe eines Flucht- 
lmiennomogramms, welches aus drei doppelt bezifferten oder aus vier einfach bezifferten Leitern 
besteht, behandelt werden. Inversion an einem Kreis, Affinitaéat, Kollineation und Polar- 
koordinatentransformation werden als Beispiele besprochen. Auf mégliche Verallgemeinerungen 
wird. hingewiesen. SchlieBlich wird gezeigt, wie man gewisse Differentialgleichungen graphisch 
lésen kann, indem man Koordinatentransformationen mit Hilfe eines Fluchtliniennomogramms 
vornimmt und im transformierten Feld mit Hilfe eines zweiten Fluchtliniennomogramms die 
transformierte Differentialgleichung lést. 


Summary. Certain transformations of co-ordinates can be treated with the help of a 
vanishing line ennomogram consisting of three double-ciphered or four single-ciphered conductors. 
Among the examples discussed we find inversion in respect to a circle, affinity, collineation, and 
polar co-ordinates transformation. Reference is had to generalisations possible. Finally it is 
demonstrated that it is possible to solve certain differential equations by graphic methods, carrying 
out co-ordinate transformations with the aid of a vanishing line ennomogram and solving the 
transformed differential equation in the transformed field by means of a second vanishing line 
ennomogram. 


Résumé. Certaines transformations de coordonnées peuvent étre traitées & l’aide d’un 
ennomogramme d’alignement, composé de trois conducteurs & double-chiffre ou de quatre 


x 


conducteurs a simple-chiffre. L’auteur discute & titre d’exemple l’inversion au cercle, l’affinité, 
le collinéation et la transformation de coordonnées polaires. I] fait allusion aux généralisations 
possibles. Enfin il démontre qu’on peut résoudre graphiquement certaines équations différentielles 
en procédant & une transformation des coordonnées a Vaide d’un ennomogramme d’alignement 
et en résolvant l’équation différentielle transformée dans le champ transformé a l’aide d’un second 
ennomogramme d’alignement. 


1. Problemstellung. Die beiden nicht identischen Funktionen 
FY, (x, y, €, n) = 9, | (1) 
F(x, y, €, yn) = 9 j 
bestimmen eine Transformation, welche die Punkte P (x, y) der x, y-Ebene auf die 
Punkte a (é, 7) der &, 7-Ebene und umgekehrt abbildet. Es sollen im Folgenden nur 
reelle GréBen vorausgesetzt werden. Man kann fiir diese Transformation Flucht- 
liniennomogramme, welche jeweils drei Funktionsleitern enthalten, verwenden, wenn 
man aus (1) die Darstellungen 


in vis Fist for foo fas 
91 2 Gis|=9%, Jor Yor IJos| = 9 (2a) 
Pir Piz Ps Yor Yoo Wes : 
und 
P31 Ps2 P33 Par Paz Pas 
Ws Ys2 Yas | = 9, Yo Yar Yas |= 9 (2b) 
for fee fs Jar Yao Yas 


herleiten kann, worin f;, Funktionen von «x, g;, Funktionen von y, p;, Funktionen 
von € und y;, Funktionen von 7 bedeuten. Dabei geniigt es, das je eine der Dar- 
stellungen (2a) und (2b) méglich ist. Man erhalt dann vier Fluchtliniennomogramme, 
von denen zwei, und zwar je ein zu (2a) bzw. (2b) gehérendes, wesentlich sind. 


1 Uber einen Teil der hier gegebenen Entwicklungen wurde auf der Tagung der Gesellschaft 
fiir angewandte Mathematik und Mechanik im April 1953 in Aachen berichtet. 
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Wenn man z. B. die beiden Nomogramme (2a), und (2b), gezeichnet hat, so ent- 
nimmt man zu den Koordinaten 2;, y; eines Punktes P, der x, y-Hbene aus dem 
Nomogramm (2a), den Wert &; und zu x; und &; aus dem Nomogramm (2b), den 
Wert fiir 7,. Damit sind die Koordinaten €,, 4; jenes Punktes 7; der &, 7-Ebene ge- 
funden, welcher dem Punkte P; der x, y-Ebene auf Grund der Transformation (1) 
entspricht. Ganz analog kann die inverse Transformation, welche x; in P, tiberfiihrt, 
mittels dieser beiden Nomogramme behandelt werden. 


Selbst wenn es gelingt, (2a) und (2b) aus (1) herzuleiten, wird sich eine praktische 
Anwendung nur dann empfehlen, wenn die beiden erforderlichen Nomogramme 
einfach gezeichnet werden kénnen. 


Im Folgenden sollen Beispiele untersucht werden, bei denen man eine Transforma- 
tion (1) mit nur einem einzigen Fluchtliniennomogramm behandeln kann. 


Abb. 1. Inversion an einem Kreis: drei doppelt bezifferte Funktionsleitern. 


2. Fluchtliniennomogramm mit drei doppelt bezifferten Funktions- 
leitern. Die Losung der vorgelegten Aufgabe wird auf zwei verschiedenen Wegen 
besprochen. Der erste umfaSt nur ganz spezielle Transformationen (1), in denen eine 
gewisse Symmetrie zwischen den vier Variablen x, y, und 7 auftritt, und fiihrt auf 
ein einziges Fluchtliniennomogramm mit drei Funktionsleitern, von denen jede 
doppelt beziffert ist. Die erste, etwa linke Bezifferung gilt fiir Werte der Variablen z, 
y und £, wahrend die zweite, etwa rechte Bezifferung fiir die Variablen x, € und » 
gilt. Eine erste Ablesegerade g, ergibt entsprechend der linken Bezifferung der drei 
Funktionsleitern zu x; und y; den Wert &;, wahrend eine zweite Ablesegerade g, ent- 
sprechend der rechten Bezifferung der drei Funktionsleitern zu ~; und &; den Wert 7; 
liefert. Es sind also die beiden Nomogramme (2a), und (2b), des Abschnittes 1 so 
in ein einziges Nomogramm zusammengefallen, da sich je eine Leiter des einen mit 
einer Leiter des anderen punktweise, aber im allgemeinen nicht in bezug auf die Be- 
zifferung deckt. 


3. Beispiel: Inversion an einem Kreis (Abb. 1). Die Punkte P (a, y) der 
x, y-Ebene werden durch Inversion an dem Kreis K mit dem Halbmesser 7, wenn 
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der Koordinatenursprung O (0, 0) Kreismittelpunkt ist, in die Punkte x (é, 7) der 
§, n-Ebene tibergefiihrt vermége der Transformation 
wv 

f= 7 “a? f yP? y= r oe a (3a) 
Fiir die inverse Transformation gilt , 

§ n 

Sl tear ppaareras a er ATO ig (3b) 
Zwischen (3a) und (3b) besteht eine weitgehende Symmetrie, wenn namlich x mit é 
und gleichzeitig y mit 7 vertauscht werden, geht die eine Darstellung in die andere 
uber. Die beiden ersten Gleichungen von (3a) und (3b) kénnen in der Form (2a) 
bzw. (2b) dargestellt werden 


© a 3 ef | 


efi wy! Fore | 

gad 6 0 ie sie) (30) 
y?—1 =r 9 nt—l he . 

: a 

ae hadi = ot 


Dafir erhalt man ein aus drei Funktionsleitern bestehendes Fluchtliniennomogramm 
(Abb. 1). Die erste mit den Werten von x zu beziffernde Leiter hat die Parameter- 
darstellung 

a aif? 
=a De Pose: (4a) 
Das ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt M (0,1/,) und dem Halbmesser 0 = 1/,. Seine 
Bezifferung ergibt sich aus ; 


(a 


Baty PO Sake, 
T= bzw. Ey Micahk 
Die zweite mit den Werten von y zu beziffernde Leiter ist die Gerade 
y? 
x= 0, B - y—? (4b) 


deren Bezifferung man finden kann, wenn man die Schnittpunkte entsprechender 
Strahlen der beiden Strahlenbiischel 


p=y« bzw, p= 


auf die Ordinatenachse « = 0 projiziert. 


1 
prea 


Die dritte mit den Werten von & zu beziffernde, lineare Leiter ist die Gerade 
1 


Auer dieser ersten linken Bezifferung « bzw. y bzw. & des Nomogramms ist ent- 
sprechend der zweiten Determinantengleichung (3c) noch eine zweite rechte Be- 
zifferung & bzw. 7 bzw. x anzubringen. Fir r= 1; x = 2, yy = 1°5 wurden im 
Fluchtliniennomogramm Abb. 1 beide Ablesegeraden g, und g, eingezeichnet, welche 
die Werte & — 0°32 und 7 = 0°24 ergeben. 


4. Fluchtliniennomogramm mit vier Funktionsleitern. Die zweite 
Losungsmoglichkeit der in Abschnitt 1 gestellten Aufgabe fihrt auf ein Fluchtlinien- 
nomogramm mit vier Funktionsleitern, in welchem jede Ablesegerade g das durch (1) 
verbundene Koordinatenquadrupel festlegt und daher sowohl fiir die Transformation 
selbst als auch fiir die zugehdrige inverse Transformation verwendet werden kann. 
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In (2a) miissen dann die ersten Indizes aller Funktionen entbehrlich sein, das hei8t, 


es muB 


hy; = Ios = Iai tag OH 1, 2, 85-b =f baweg baw. yibuwe ¥) 


sein. Diese Bedingung bedeutet, daS fiir nicht ausgeartete Transformationen die 
rechteckige Matrix mit 4 Zeilen und 3 Spalten 


Iria 8 
91 Go Ys 
Yi Po Ps 
[Wy Yo Ys 


ipods. fe | 

91 Ge Ys a5 (5) 
Pir Po Ps 

Ke Yo Ws | 


‘4 


den Rang 2: haben mu8, wofiir 


R 


geschrieben werden soll. 


5. Beispiel: Affinitat. Wenn das im Abschnitt 4 besprochene Nomogramm 
aus vier zueinander parallelen, linearen Leitern besteht, so erhalt (5) ohne Kin- 
schrinkung der Allgemeinheit die Form 


| x 0 | 
ay Vien 
Ee dm bey == 24 a, b= 0, 6 Ong me (5a) 
len +p q i 


Das in Abb. 2 dargestellte Nomogramm gilt dann fiir die Transformation 


ES Fd —n) 2 +any—m], | 
n=+[—@) a +aqy—pl. 


Fir q+ erhalt man die dazu inverse Transformation 


] |\mn 
z= 7ay|bab—enn +|? OIL | (6a) 
1 mn—l 
Y =~ “a(q—n) b(g DN ge a) aie Pp a 
Es handelt sich also um eine Affinitat 
§ = 4,0 + Aye y + Az, | (6b) 
1 = Ag1 X Aga Y T Ags, | 


fiir welche man das zugehérige Nomogramm (Abb. 2) konstruieren kann mit 


b es, a a — 4 ays Ay 
Gc. gee ne ? ar aliens & 
12 Ly) yg + aay, Qyp + AA, 

jan oe ey p= — G& Ao a ah Aso 
Ugg + 4 Ag)’ Ag + 4 Ag,’ pe STR 


Dabei muf die sonst willkiirliche Konstante a so gewaihlt werden, daB 
Gy. +Aa,+90 und a, +aa, +0 


ist, falls man nicht in Kauf nehmen will, dafB die entsprechende Leiter des Nomo- 
gramms ins Unendliche rickt. 
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Im Nomogramm (Abb. 2) kann man einfach die Koinzidenzpunkte der Affinitat 
bestimmen, fiir welche « = & und y = 7 ist. Zwei Ablesegerade fiir willkiirlich ge- 
wahlte Werte 2, = & = A und a, = é, = B bestimmen den Schnittpunkt X und 
zwei weitere Ablesegerade fiir willkiirlich gewiahlte Werte OP (Pern Oran ACG We ee 
= 2 =D den Schnittpunkt Y. Wenn X == ¥ ist, so legt ihre Verbindungsgerade 
g(X, Y) im Nomogramm die Koordinaten x) = &, yo = 7%) des Koinzidenzpunktes 
P, = der Affinitat (in Abb. 2: x = y, = & = 4 = 0) fest. Wenn aber X = Y 
ist, so folgt zu jeder willkiirlich hindurchgelegten Ablesegeraden g, (X = Y) aus dem 
Nomogramm ein Koinzidenzpunkt und diese liegen alle auf einer Koinzidenzgeraden. 
Das ist die Affinititsachse der in diesem Falle perspektiven Affinitiit. 


i 6 7e) 


Abb. 2. Affinitaét: vier parallele Funktions- Abb. 3. Kollineation: zweimal zwei 
leitern. parallele Funktionsleitern. 


6. Beispiel: Kollineation. Wenn das in Abschnitt 4 besprochene Nomo- 
gramm aus zwei parailelen linearen Leitern fiir x und y und aus zwei dazu schiefen, 
aber untereinander parallelen, linearen Leitern fiir € und 7 besteht, so erhalt (5) ohne 
Einschrankung der Allgemeinheit die Form 


x 0 1} 
pice rm 1 1 


a a bree vein pope res oe ee Oe aes oy) 
| 7 CH ase tal 
Das in Abb. 3 dargestellte Nomogramm gehort zur Transformation 


ps 1 (=Qeraogytmqa—p 


e—ay—m 


b 
i (ls) @ + 08 y - m8, 
. 5 


{= U8 Y— ™ 


Die dazu inverse Transformation lautet 


\ 
bré—cpy + (ah | 
Sime nicd ! on 
este to 
1 br —m) E—e (p—m) 0 4 peta | 
Die aay ; bé-=07n + G—s ei 


Fiir p = r werden x und y unbestimmt, wenn b € —c7 +q—s = 0 ist. Ist jedoch 
p—m 
ais 


bé—cyn+q—s+0, so wird tx=p nd. ye Es liegt dann eine aus- 


geartete Transformation vor. 
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(7) stellt die Kollineation 
a Nas Olt Cin Mice aa 
; Gq, © + Aon Y + Ags’ 


n= - 3 


Agi V + A. Y + As 


dar, fiir welche man, wenn a), + 0 und da. + 0 sind, mit 


a a 
02 03 
a= — Sends m= — eas ee. 
“oy A. 
19 ANY3 
fica Oueree p= G2 os G= pais ea 
— A = ry aap 
11 Up. 11 U2 Q11 U2 
1 Ue Ao Me 41 Xe 
Chis 
22 23 
oe Ao2, Vs eee Aoi V2, pes ai Aoi A229 
= Se == rs 5 Cara 
Ae; Ano As1 V9 |\2o1 Ao 
Ao1 402 M1 V2 1491 Loe 


das zugehorige Nomogramm Abb. 3 konstruieren kann. 

Wenn eine der im Nenner stehenden Determinanten gleich Null ist, rtickt die 
entsprechende Leiter des Nomogramms ins Unendliche. Das Nomogramm kann jedoch 
auch in diesem Falle verwendet werden. 

Die Ablesegeraden g, fiir x; = €; umhiillen eine Parabel G, die Ablesegeraden h, 
fir y; = 7; eine zweite Parabel H. Den gemeinsamen Tangenten beider Parabeln 
entsprechen die Koinzidenzpunkte der Kollineation. 

Wenn die Ablesegeraden g; parallel zu den x- und y-Leitern legen, also v = y = oo 
ist, so bestimmen die entsprechenden Werte fiir ¢; und 7, die Fluchtlinie F’ der 
Kollineation. Wenn jedoch die Ablesegeraden h, parallel zu den €- und 7-Leitern liegen, 
also = 7 = oo ist, erhalt man die Werte fiir x; und y;, welche die Punkte auf der 
Verschwindungslinie V der Kollineation festlegen. 


7. Beispiel: Polarkoordinaten. Zwischen den kartesischen Koordinaten x, y 
eines Punktes P und seinen Polarkoordinaten r, g bestehen die Beziehungen 


ia 
2 BOR ptaratany | 
Be es . voy r tg p (8) 
Pea aes 
bzw. 
r= ety, 
] (8a) 


Wenn man = » und 4 =r wieder als kartesische Koordinaten auffaBt, so erhalt 
man eine Transformation der Punkte P (x, y) der x, y-Ebene in die Punkte 2 (€, 1) 
der &, 7-Ebene. Dabei entspricht wegen 


sign tg m = sign tg € = sign a 


einem Punkte P ein zur é-Achse symmetrisches Punktepaar a’, z’’ in der é, 7-Ebene, 
und umgekehrt einem Punkte » ein zum Koordinatenursprung O symmetrisches 
Punktepaar S’, S” in der x, y-Ebene. Die Transformation (8) fiihrt wegen 


| AL Wii em 0° 
“| l pie (5¢) 
bee 
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auf das in Abb. 4 gezeichnete Nomogramm. Dieses besteht aus zwei parallelen 
quadratischen Leitern fiir r und y, einer dazu senkrechten, mit .den Werten von é 


bezifferten quadratischen Lei- 
ter fiir tg € und einer quadra- 
tischen Leiter 


== Aa, v= —A, 
0 ges (A — 0), 


deren Trager die uneigentliche 
Gerade ist. Die Bezifferung auf 
dieser uneigentlichen Leiter 
kann durch ein Geraden- 
biischel festgelegt werden, des- 
sen Scheitel der Koordinaten- 
ursprung ist, und welches zu 
quadratischen Leiter 


Ee vo v= —], Wha=e 


perspektiv ist. 


8. Verallgemeinerungen. 
Das in Abschnitt 4  bespro- 
chene Verfahren kann noch ver- 
allgemeinert werden, indem die 
Leiter fiir y (bzw. x) durch ein 
zweiparametriges Kurvennetz 
mit den Parametern x und y 
ersetzt wird. Ebenso kann die 


Abb. 4. Transformationen von kartesischen Koordinaten 
in Polarkoordinaten. 


Abb. 5. Verallgemeinerungen: Verwendung von Kurvennetzen und Zapfenlinien. 


Leiter fiir 7 (bzw. &) durch ein zweiparametriges Kurvennetz mit den Parametern & 
und 7 ersetzt werden (Abb. 5, oben). Man erhalt dafiir 
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1 
1) Yr (& 0) 6 ”) 1| ie 

Wenn man in dem der et zugeordneten Nomogramm noch Zapfen- 
linien zulaiBt, so erhilt man noch weitergehende Verallgemeinerungen. Abb. 5, unten 
zeigt dafiir ein Beispiel, in welchem zum z, y-Netz ein eigentlicher Pol und zum — 
£, y-Netz ein uneigentlicher Pol gehért. Die zugehérige Matrix (5) kann unschwer 
angegeben werden. 

Auer den Méglichkeiten, bekannte Transformationen in der angegebenen Art 
mit Hilfe eines Fluchtliniennomogrammes zu behandeln, diirften die Umkehrungen 
interessieren. Aus einfach gewahlten derartigen Nomogrammen kann man namlich 
Transformationen herleiten und konstruktiv behandeln, welche geometrisch oder 
methodisch bemerkenswert sind. 

Weil zu einer bestimmten Transformation (z. B. Kollineation) ein ganz bestimmtes 
Nomogramm entwickelt wurde, in welchem die Lage seiner Funktionsleitern und 
deren MaBstabverhidltnisse die betreffende Transformation anschaulich darstellen, 
ist damit fiir die zugehdrige Transformationsgruppe die Moglichkeit gegeben, die 
Beziehungen zwischen den in ihr enthaltenen einzelnen Transformationen anschaulich 
zu erfassen. 

Wenn eine oder mehrere der Funktionsleitern des fir eine bestimmte Trans- 
formation gezeichneten Fluchtliniennomogrammes stetig verandert wird (z. B. parallel 
zu sich selbst verschoben wird, was praktisch etwa so wie bei der Zunge eines 
Rechenschiebers geschehen kann), so erhalt man die Moglichkeit, damit Folgen von 
Transformationen zu tiberblicken und konstruktiv zu behandeln. 


9. Anwendungen auf die graphische Lésung von Differential- 
gleichungen. Gewisse Differentialgleichungen 


8 ET RC ENTS, (9) 
kann man mit Hilfe einer Transformation 
«=f (€,7), y=g(é, 7) (10) 
umtformen. Aus 
dx dy ; 
Pimeap tage ae ae] ie 
dy dy : 
dé 981 9n qe =9 TN 


folgt 


, dy 6 Ger 1 Gn | eo 
dx fe a n” iD tre G (é; 1); 1) ). (11) 


Die Beziehungen (10) und (11) fiihren die vorgelegte Differentialgleichung (9) iiber in 

TGs Yeh YO (12) 
Die Behandlung dieser Differentialgleichung kann unter Umstiinden einfacher sein 
als die der Differentialgleichung (9). Auch dafiir kénnen manchmal nomographische 
Hilfsmittel, wie das friiher? gezeigt wurde, herangezogen werden. Dabei kénnen die 


auftretenden Leitern oder Kurvennetze nicht nur mit £ und 7, sondern auch mit x 
und y beziffert sein, wenn man die nomographische Behandlung der Transformation (10) 


2 W. Richter: Graphische Lésung von gewéhnlichen Differentialgleichungen mit nomo- 
graphischen Hilfsmitteln. Z. angew. Math. Mechan. 32, 120—129 (1952). 
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und die graphische Lésung der Differentialgleichung (12) mit nomographischen Hilfs- 
mitteln gleichzeitig nebeneinander ausfiihrt. 
Abb. 6 deutet die praktische Durchfiihrung an. 


Abb. 6. Verwendung von Nomogrammen fiir Koordinatentransformation und fiir die graphische 
Lésung einer damit umgeformten Differentialgleichung 1. Ordnung. 


Auch gewisse Differentialgleichungen hoherer als erster Ordnung und Systeme 
von Differentialgleichungen konnen auf diese Art graphisch gelést werden. 


(Eingegangen am 10. November 1953.) 


Uber eine Erweiterung der linearisierten Theorie der Elastizitit. 
Von A. Signorini, Roma. 


Zusammenfassung. Die klassischen Theoreme der linearisierten Theorie der Elastizitat werden 
im allgemeinen unter der Annahme der Existenz eines spannungsfreien Zustandes des Koérpers 
abgeleitet. In dem folgenden Vortrage zeigt der Verfasser, wie man eine solche Einschrankung 
ausfallen lassen kann durch die Benutzung gewisser Untersuchungen von sehr allgemeinem 
Charakter tiber die umkehrbaren Transformationen von kontinuierlichen Systemen. 


Summary. As a rule the classical theorems of the linear theory of elasticity are proved by 
assuming the existence of an unstressed state of the solid. The present lecture will show how 
the above condition [is not an essential one and] can be dropped, according to a very general 
treatment of the reversible transformations of continous bodies. 


Résumé. Les théorémes classiques de la théorie linéarisée de l’élasticité sont généralement 
établis en admettant Vexistence d’un état naturel du solide. Cette conférence voudrait faire 
ressortir comment on est amené a éliminer cette restriction par certaines études d’un caractére 
trés général sur les transformations reversibles de milieux continus. 


Gewisse Untersuchungen von sehr allgemeinem, ich mochte fast sagen ein wenig 
abstraktem Charakter, tiber die umkehrbaren Transformationen von dreidimensionalen 
kontinuierlichen Systemen hatten mir schon seit vielen Jahren erlaubt, die partiellen 
Differentialgleichungen von linearem Typus hinzuschreiben, welche die kleinen 
isothermen oder adiabatischen Transformationen beherrschen, die von irgendeinem 
erzwungenen stabilen Gleichgewichtszustand ihren Ausgang nehmen. 

Zum Beispiel geht eine Abhandlung von Prof. C. Cattaneo auf mehr als zehn Jahre 
zuriick, in welcher! jene Gleichungen auf eine vollstaéndige Untersuchung der Aus- 
breitung der Schallwellen in der Atmosphare angewendet werden. 


1C. Cattaneo: Sulla velocité di propagazione del suono nell’atmosfera con riguardo alla 
gravita e al gradiente termico, Nuovo Cimento, Nuova Serie 230—253 (1942). V. anche 
C. Cattaneo: Su un teorema fondamentale nella teoria delle onde di discontinuita. Rend. 
Lincei 66—72, 728—734 (1946). 
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Ich hatte jedoch nicht bemerkt, da man aus denselben Gleichungen bequem 
die einzelnen klassischen Theoreme der Elastizitatstheorie in ihrer groBten Tragweite 
herleiten kann. 

Dies habe ich schon mit gro8ter Ausfihrlichkeit in einigen meiner Vorlesungen 
iiber mathematische Physik des laufenden Jahres? auseinandergesetzt und gerade 
dariiber méchte ich hier zusammenfassend berichten. 

Ja, ich werde vom Anfang an alles das iibergehen, was nicht die isotherme 
Elastostatik betrifft. Eine solche vom Anfang an gemachte Einschrinkung wird 
mit gestatten, die Aussagen und Bezeichnungen zu vereinfachen. Aber wie kurz ich 
mich auch fassen méchte, so muf ich doch damit beginnen, an einige Eigenschaften 
zu erinnern, die allen kontinuierlichen Systemen gemeinsam sind, in der Form, die 
sich am besten fiir meinen Zweck eignet, und spater die Bedingung der Umkehrbarkeit 
der Transformationen und schlieBlich diejenige der vollkommenen Elastizitaét ein- 
zufthren. 


1. Sei & irgendein deformierbarer Kérper, C sein gegenwartiger Zustand, C,, ein 
Bezugszustand, der unter allen mdglichen Zustiinden von § in der Weise gewahlt 
sei, wie es am bequemsten fiir einen gewissen Zweck sein mdoge. 

Seien ferner o und o* die vollstindigen Rander von C und C,,; P irgendein Punkt 
von C' und P,, der Punkt, der P im Bezugszustand entspricht; x, und y, (r = 1, 2,.3) 
die Koordinaten von P und P,, in bezug auf dasselbe rechtwinkelige Achsenkreuz; 

Dies O(a, Ly Wy) 
HAY Yo Ys) 
die Jakobische Determinante der x nach den y; 


Up = Ly — Yr (r = 1, 2, 3) 
die Komponenten der 6rtlichen Verschiebung 
> 
Sp, —— ie IER 


Es empfiehlt sich ferner, die Gesamtheit der neun Variabeln 


OU, 
i, = ay, (rey 23) 
mit wv’ zu bezeichnen und 


1 1 
Eps = Esp = 9 (Urs Usr) 9 Dae Ujr Vis (7, s=l, 2, 3) 
Hi 


zu setzen. 
Die Bezeichnung ,,vollstandige‘‘ Verzerrungskomponenten wird eigentlich gewohn- 
lich nicht fiir die sechs «,, gebraucht, sondern fiir die sechs GréBen 


€) = £11 Eo = Ea) €3 = €33, Eq = 2 Eg, Es = 2 Es), Eg = 245 


und die Bezeichnung ,,linearisierte“ Verzerrungskomponenten nur fiir die Glieder 
erster Ordnung in den w’, 


1 = Uy; Yo = Usa, Ng = Ugg, Ya = Ugg + Usa, 5 = Ugy + Uys, Ne = Ue + Ug. 


2. Der Fall eines freien Systems ist bei weitem nicht der einzige, den ich zu beriick- 
sichtigen habe. Im allgemeinen werde ich an ein gebundenes System zu denken haben, 
aber der Einfachheit und der Kiirze halber werde ich mich wenigstens direkt nur 
mit &uBeren, holonomen und linearen Bedingungen beschaftigen, die auf einen 
oder mehrere Teile o, von o beschrankt sind. 


2 A. Signorini: Lezioni di Fisica matematica dell’anno accademico 1952—53, Roma, Veschi 
1958 (lithogr.). 
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Den gesamten Rest o, von o werde ich freie Oberfliche nennen, mit o,* und 


* werde ich die Bilder von o, und o, auf o* bezeichnen. 


Gy 

Ich mu8 auch erklaren, daB ich mit der Bezeichnung ,,lineare Bedingungen‘ 
vereinbaren méchte, da ich mich direkt nur mit den Fallen beschaftigen werde, 
in denen fiir jeden Punkt von o,* die Bedingungen durch eine oder mehrere lineare 
homogene Gleichungen mit konstanten Koeffizienten ausgedriickt bleiben: wie z. B. 
u, = 0, wenn es sich um die bloBe Beriihrung mit einer festen Ebene handelt, oder 
z. B. uy =u, = us = 0, wenn es sich geradezu um feste Punkte handelt. 


Fiir einen Augenblick bezeichnen wir mit ne die Verschiebung des beliebigen 
Punktes P in einer virtuellen Verriickung des gesamten Systems, ausgehend von 


: ERE (C) : : : 
seinem wirklichen Zustand C. » prasentiert sich als eine Vektorfunktion des 
Punktes P, aber kann auch gedacht werden als eine Vektorfunktion von P,, 
>(C) pot (iD KOM) 
CROSS) Gash (ORIN San Pala 
Wenn die Bedingungen lineare sind in dem bereits erlauterten Sinne, haben wir die 


Vereinfachung, daB die Gesamtheit 8 der Funktionen ae die gleiche ist, wie immer 
auch die wirkliche Konfiguration unter allen jenen, die den Bedingungen geniigen, 
sein mdge, so daB letzten Endes der Index “) iiberfliissig wird. Gleichzeitig fallt 
jeder wesentliche Unterschied zwischen endlichen, die Randbedingungen erfiillenden 
Verschiebungen und der virtuellen Verriickungen weg. 


3. Alles das hat rein geometrischen Charakter. Ich gehe jetzt zur Statik iiber, 
wobei ich natiirlich annehme, da C der Gleichgewichtszustand sei. Ich werde 
mit X,, (r,s = 1, 2,3) die gewdhnlichen Spannungskomponenten bezeichnen, deren 
Vorzeichen in der Weise festgelegt sei, dal die Zugkomponenten positiv ge- 
rechnet werden. Ich will die klassischen Gleichungen von Cauchy fir die X,, 
nicht hinschreiben, auch deswegen nicht, weil es Gleichungen vom Euler- 
schen Typ sind, wahrend hier die entsprechenden Gleichungen vom Lagrangeschen 
Typ benétigt werden. Mit diesen beschaftigte sich als einer der ersten W. Kirch- 
hoff im Jahre 1852 in einer Arbeit, die in den ,,Gesammelten Abhandlungen“ nicht 
abgedruckt worden ist. 

In den Gleichungen von Kirchhoff treten an Stelle der X gewisse lineare Kombi- 
nationen dieser GroBen auf, und zwar die linearen Kombinationen 


3 
Y Esp = a1 Xt Cis 


wo ©, das algebraische Komplement von @2,/éy, in der Jakobischen Determinante D 
bedeutet. 


Die einzelnen K unterscheiden sich nicht von den homologen X, wenn C sich nicht 
von O* unterscheidet, wahrend im allgemeinen fiir die K,, nicht einmal die Symmetrie- 
eigenschaft der X richtig ist: 

D Gepie av ie 


Jedenfalls kénnen die Gleichungen von Lagrangeschem Typ, die den Gleichungen 
von Cauchy aquivalent sind, wenigstens fiir jedes System mit reibungsfreien, holonomen 
und linearen Bedingungen in der folgenden symbolischen Beziehung zusammengetfaBt 
werden: 
. 2 Ov, > > ie ‘> => aks 
— | 7 Bea Gyr Wx + 0 fay +\v-FdC, = 0, (1) 
Cy 1 o,* Cx ‘ 


Ingenieur-Archiv VIII, 1. 4 
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falls dieselbe fiir jede Vektorfunktion der Gesamtheit ¥ erfiillt ist. In ihr wird die 
iuBere Kraft, die auf ein beliebiges Element do, der freien Oberfliche wirkt, durch 


jdo,* dargestellt, und es wird eine analoge Vereinbarung fiir die Massenkrafte ge- 
troffen. 


4. Schon in den letzten Jahren des vergangenen Jahrhunderts haben E. und F. 
Cosserat gezeigt, da& es angebracht ist, neben den X und K die neun GréBen Y 
einzufiihren, die mit den durch die neun Gleichungen 

3 


3 
Ox, 
Qknilu= Oi Fae Lis (8 = 1, 2, 8) 

f 


verkniipft sind. 


Diese Gleichungen sind eindeutig lésbar sowohl in bezug auf die GroBen X, als 
auch in bezug auf die Y: z. B. folgt aus ihnen 
lees 
Y,,= se ne Xnt Car Crs- 
1 


Auf diese Weise kommt es dazu, daB die neun GroBen Y eine Symmetrieeigenschaft 
besitzen, die derjenigen der X ganz analog ist und die gestattet, sie auf nur sechs 
GréBen zuriickzufiihren. 


Ich habe schon eine Bezeichnung mit nur einem Index fiir die vollstandigen und 
fiir die linearisierten Verzerrungskomponenten angegeben. Es empfiehlt sich, das- 
selbe fiir die X und die Y zu tun, indem man 

Xing: ing Avy eae A eee ae 
setzt und ftir r +s 
Acps 5 thp sie os ps a Are 
VAT EoD. GRID. APOC a 


Ich bemerke zugleich, daB die Ausdriicke fiir die K mit Hilfe der Y, wenn x, durch 
y, + U, ersetzt wird, auf folgende Form zuritickgefiihrt werden kénnen: 
3 


fe =H bee +>’; Ur 5 ¥,. (2) 
i 


Auch die Y unterscheiden sich nicht von den analogen X, wenn C sich nicht von O* 
unterscheidet. 


5. Fiir ein System mit umkehrbaren Transformationen, wenigstens soweit es sich 
nicht um unendlich kleine Transformationen handelt, sind es gerade die Y und nicht 
die X (und um so weniger die K), die ein Potential besitzen. 


Genau gesprochen, nach der Wahl des Bezugszustandes und des Achsenkreuzes 
praésentiert sich das Potential der Spannungskrifte fiir jedes Element des Korpers 
als eine bestimmte Funktion der sechs vollstindigen Verzerrungskomponenten, eine 
Funktion W, die mit ihren Ableitungen nach den « gerade die Y ergibt, 


awe 
Ge, Ye (G1, 25+. 6), (3) 


wie immer der wirkliche Zustand des Kérpers sei (auch wenn es sich nicht um einen 
Zustand der Ruhe handelt). 


Die besondere Gestalt der Funktion W, die von Element zu Element variieren 
kann, auBer wenn das System im gewihlten Bezugszustand homogen ist, muB ferner 
von Fall zu Fall als durch die Struktur des Kérpers charakterisiert gedacht werden. 
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In diesem Gedankengang werden z. B. die vollkommenen Flissigkeiten durch 


die Bedingung definiert, daB W von den Verzerrungskomponenten nur vermittels 
der raumlichen Dehnung abhingt. 


Jedenfalls bleiben die Werte X* der gewodhnlichen Spannungskomponenten im 
Bezugszustand, soweit sie mit denjenigen der Y zusammenfallen, immer durch 


oie 
X*=|5, aor (4) 
ausgedriickt. 
Im Gegenteil, kann man immer 
W=0 (5) 


im Bezugszustand denken, weil offenbar fiir jedes Element des Systems eine additive 
Konstante verfiigbar bleibt. 


Wenn die besondere Gestalt des Potentials W festgelegt ist, reduziert die Hinzu- 
fiigung der (3) zu den (2) die A,, auf wohlbestimmte Funktionen nicht nur der sechs 
Verzerrungskomponenten, sondern aller einzelnen neun Variabeln: 


Ba eo FS (w’). 


6. Die symbolische Beziehung (1) ist immer fiir die K,, drei Differentialgleichungen 
in bezug auf jeden Punkt von C* aquivalent, plus drei Randbedingungen von einem 
gewissen Typ auf der freien Oberflache und von einem anderen Typ auf dem iibrigen 
Teil des Randes. 


Fiir jedes einzelne System mit umkehrbaren Transformationen reduzieren sich 
schon in diesem Punkte die nicht naher prazisierten Gleichungen auf ebenso viele 
partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung in den drei Funktionen w, allein, 
den drei Komponenten der ortlichen Verschiebung, und keine andere Unbekannte 
bleibt auch in allen Randbedingungen. 


Um einen Schritt weiterzugehen, um sich konkreten Resultaten anzunahern, 
mu man die verschiedenen Typen von Systemen mit umkehrbaren Transformationen 
unterscheiden, die eine wirkliche physikalische Bedeutung haben konnen. 

Fiir die vollkommen elastischen festen Koérper ist schon gezeigt worden, dab, 
ohne irgendeine aprioristische Einschrinkung fiir die GréBe der Deformationen, 
Entwicklungen? eingeleitet werden kénnen, die parallel zu denjenigen der klassischen 
Theorie sind: es geniigt, W — das ich von jetzt ab als das ,,elastische* Potential 
bezeichnen werde — einer Einschrankung von globalem Charakter zu unterwerfen, 
und zwar der folgenden Einschrankung: es sei méglich, den Bezugszustand C* in 
der Weise zu wihlen, dab 
( Wi(ees 8a, ins £0): >:0 (6) 
Cs 
gilt in bezug auf jeden Zustand C, der mit den vorgeschriebenen Bindungen vereinbar 
ist, natiirlich auBer wenn C sich von C,, nur durch eine starre Verschiebung unter- 
scheidet [in welchem Falle, nachdem einmal (5) angenommen worden ist, das Integral 
nur gleich Null sein kann). 


Diese Einschrankung kommt der Annahme gleich, da, den Randbedingungen 
untergeordnet, das System einen stabilen Gleichgewichtszustand in Abwesenheit 
“8 fis Signorini: Trasformazioni termoelastiche finite. Annali di Matematica 22, 33—143 
(1943); 80, 1—72 (1949). 
4* 
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jeder aktiven Erregung zulagt: es kann etwa vorkommen, da die Stabilitat keine 
innere Eigenschaft ist, sondern eine Folge der vorgeschriebenen Randbedingungen 
(Fall der elastischen Saiten). 

Wegen (4) ist 


—* dd, = 0 (7) 


> 
eine genaue Folgerung aus (6), fiir jede Vektorfunktion v der Gesamtheit &. 


Um eine andere genaue und sehr niitzliche Folgerung aus (6) hinzuschreiben, 
empfiehlt es sich, mit M,, die zweiten partiellen Ableitungen des elastischen Potentials 


im Bezugszustand, 
ow 


Ma; al | C&y 08; 1 39 wee bg = 0” 
zu bezeichnen; mit 
6 
; al A 
2.0 (His Marie ve 6) =e ai Moe Ub 
1 


die quadratische Form in den sechs linearisierten Verzerrungskomponenten, die als 
Koeffizienten die M,; hat, und schlieBlich mit Q(w’) die quadratische Form, die 


durch die Identitat 
3 


] 
Q (u') = w (M1; Na + - + Ne) Hey N 


4 ° 
at thk 


* 
Xnn® Win Wir 


definiert ist. 
Mit diesen Bezeichnungen kann man beweisen, da aus (6) notwendig die Un- 
gleichung 
| Q(u’) dC, = 0 (8) 


Cx 


folgt. 


7. Ich'setze jetzt 
FA AE ai Gee veo we Gr AY,,;= Van as Moggi 


das heiBt ich bezeichne mit 4K,, und AY,, die Differenz zwischen den Werten, die 
die einzelnen K und Y in C und C, haben. Wenn man von beiden Seiten der 
Gl. (2) X,,* abzieht, reduzieren sich diese Gleichungen auf 


3 
AIS, aa A Ve Soa Up i (Xp Ss AT ;) 
1 


und die symbolische Beziehung (1) ist wegen (7) genau aquivalent mit der Beziehung 


> > Se 
dC, + \v:fdo,* +\v-FdC* =0. (9) 
Os } 


* Ps 
l C 


Ov, 
OY, 


3 
tai Sy Ades 
| hoa PS > 
ORE Sl 


Aus (3) folgt, mit Hilfe der Formel von Mac-Laurin 
6 
AY, SEN As a Swot 
1 
bis auf Glieder zweiter Ordnung in den ¢ und daher auch 
6 


AD Gee seo Mai %; +- a) eisve 


bis auf Glieder zweiter Ordnung in den w’, 
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Es folgt hieraus 


6 3 
ZAW GE = 2 Mais DT Up Xe... (10) 
1 


auch hier bis auf Glieder zweiter Ordnung in den uw’ und immer unter der Annahme, 
daB fiir r=s 
q = aS, 

und ftir r +s 

qg=9-—r—s 
angenommen werde. 
Hiermit ist der Weg klar gezeichnet, der zu verfolgen ist, um die umfassendste 
linearisierte Theorie aufzustellen. 


In erster Linie sind die 4K auf die linearen Formen in den w’ zuriickzufiihren, die 
auf den rechten Seiten von (10) explizit angefiihrt sind. 


Ks ist ferner bei der Festlegung der die aktive Erregung darstellenden Vektor- 


funktionen F und f die Abweichung zwischen C und C,, zu vernachlissigen und die 
Ungleichung (8) auf die Bedingung zu reduzieren, da geradezu 


(Q (u’)dO* > 0 (11) 


Cx 


gelten mége, immer dann, wenn die Abweichung zwischen C' und C,, sich nicht auf 
eine Verschiebung vom Typ der unendlich kleinen starren Verschiebungen reduziert. 


Aber ich habe noch nicht eine Tatsache hervorgehoben, die fiir die unmittelbare 
Verallgemeinerung der einzelnen fundamentalen Satze der klassischen Theorie ent- 
scheidend ist: Satz von Clapeyron, Satz vom Minimum der potentiellen Energie, 
Satz von Betti, zweites Reziprozitaitsprinzip usw. 


Es gelten namlich genau und identisch, wie leicht nachzupriifen ware, die 
Gleichungen 


6 3 

0 2 aQ (u’) 
i Mais + iM Xi* = Op,” 

i 1 is 


derart, daB in der umfassendsten linearisierten Theorie letzten Endes 


AK —— 


angenommen und alle Gleichungen in der symbolischen Beziehung 


3 
. B , _> > 
| ie omer oh dC, =\v-fdoy* + 
Gt o* 
zusammengefakt werden kénnen, natiirlich unter Hinzufiigung der Bedingung, dab 
die strukturellen Koeffizienten der quadratischen Form Q solche sind, da (11) im 
bereits genannten Sinn erfiillt ist. 

Im wesentlichen unterscheiden sich (11) und (12) von den entsprechenden Be- 
ziehungen der klassischen Theorie nur dadurch, dafS an Stelle einer quadratischen 
Form in sechs Variabeln, namlich der Form w, eine quadratische Form in neun Variabeln 
auftritt, ndmlich Q: und eben dies fiihrt dazu, daB, wenn man die nunmehr gebrauch- 
lichen Beweise fiir die einzelnen klassischen Theoreme wieder aufnimmt, man ge- 
wissermaBen automatisch zu der Erkenntnis gelangt, da® die Aussagen beim Ubergang 
von der klassischen Theorie zu der umfassendsten linearisierten Theorie keine 


Anderungen erleiden. 


OS eee ; 
\v-FdC* (12) 


Cx 
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Die mutierte Pendellange. 
Von M. G. Puwein, Wien. 
Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. Beim Entwurf von Glockentiirmen und verwandten Bauwerken ist die 
Kenntnis der Schwingungsdauer physikalischer Pendel mit endlicher Amplitude erforderlich. 
Im folgenden wird eine einfache, fiir technische Zwecke ausreichende Naherung angegeben. 


Summary. In designing bell-towers, steeples, and other buildings of a similar character it 
is indispensable to be informed about the duration of the oscillation of physical pendulums with 
finite amplitude. In the following a simple approximation is indicated sufficient for technical 
purposes. 

Résumé. Pour pouvoir construire des clochers et d’autres batiments de ce genre il est 
indispensable de connaitre les durées d’oscillation de pendules physiques & amplitude limitée. 
L’auteur indique une méthode d’approximation simple qui suffit dans le domaine technique. 


Die bekannte Reihe fiir die volle Schwingungsdauer eines mathematischen 
Pendels! von der Linge J und dem Amplitudenwinkel « (g = Schwerebeschleunigung) 


L Day Ce 
t= 2n\/ 7 (1 sin’ + 5, sint 5 +...) (1) 
kann, wie die Reihe 
tes ae Lie fo (Ge Oe 
yo ee Bry SU ge <i ge ia ee (2) 
cos =) 
zeigt, mit sehr guter Annéherung durch 
die geschlossene Formel 
Tx 
T =-22 ba (3) 
wobei 
l 
l, = un ee (4) 
2 


ersetzt werden. Der relative Fehler 
betragt bei kleinen « nur 


Abb. 1. Konstruktion der mutierten Pendellinge. o ($y) = sa (5) 
und auch bei endlichen « gibt Gl. (4), wie der Vergleich mit exakt bestimmten 
Werten? lehrt, sinnvolle Ergebnisse, und zwar ist fiir « = 60, 90, 120° 7 nur um 
0:2, 0°8, 2°9% zu groB. 

Fir « = 180° und / + 0 ergibt Gl. (3) richtig T’ = oo, 


Der Ausdruck J, = I/cos = ist leicht zu deuten (Abb. 1) und kann als mutierte 


Pendellinge bezeichnet werden. Die mutierte Pendellinge ist also die Lange eines 
gedachten, mit verschwindend kleiner Amplitude schwingenden, ebenen, mathema- 
tischen Pendels, das dieselbe Schwingungsdauer wie das gegebene Pendel hat. Aus 
Gl. (3) und Gl. (4) folgt 

o 


TING 
t= (sz) g-CO8->, (6) 


* Zum Beispiel A. Sommerfeld: Theoretische Physik, Bd. I: Mechanik, S. 85. Leipzig: 
Akademische Verlagsgesellschaft. 1943. 


» A. Féppl: Vorlesungen iiber technische Mechanik, B. IV, S. 89, 10. Aufl. Miinchen und 
Berlin: Verlag Oldenbourg. 1944. 
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in Polarkoordinaten die Gleichung einer Herzlinie, die den geometrischen Ort der 
Amplituden aller mit der Olisiehion Schwingungszeit 7’ polvingenden mathemati- 


schen Pendel darstellt. Beim physikalischen Pendel ist an Stelle von / die redu- 
zierte Pendellinge in Gl. (4) einzusetzen. 


(Eingegangen am 17. November 1953.) 


Kritik und Erganzung des Maxwellschen Ansatzes 
fiir elastisch-zihe Stoffe. Verdrehung von Stiben als Beispiel. 


Von €. Torre, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Das elastisch-zihe Verhalten beanspruchter fester Stoffe wurde mit 
Hilfe des Ansatzes von Maxwell untersucht. Die Ableitung des Spannungstensors nach der 
Zeit, der als Funktion des Ortes, der Zeit und des durch Schubspannungen erzeugten Drehwinkels 


> 
angenommen wurde, liefert ein neues Glied © Xm, das die Berechnung der Forméanderung der 
Stabachse eines auf Verdrehung beanspruchten Stabes erméglicht. Die Versuchsdaten wurden 
entgegenkommenderweise von der Firma Schmidtstahlwerke A. G., Wien, zur Verfiigung gestellt. 


Summary. The elastically-tenacious behaviour and reaction of solid substances, when under 
stress and strain, is examined on basis of the theorem of Maxwell. The derivation of the stress 
tensor according to time which was taken as a function of the place, of the time, and of the angle 


=~ 

of rotation produced by shearing stresses, supplies a new member © Xw rendering possible the 
computation of the deformation of the axis of a bar, subject to torsional. stresses. Messrs. 
Schmidtstahlwerke A. G., Vienna, have been good enough to supply the data of the respective 
tests. 


Résumé. L’attitude élastico-tenace de corps solides, subissant des efforts mécaniques, est 
examinée @ l’aide du théoréme de Maxwell. La dérivation du tenseur & tension selon le temps, 
qui a été posé a titre de fonction du lieu, du temps et de langle de rotation produit par la force 


be 
du cisaillement, permet d’obtenir un nouveau membre ©xXw, rendant possible le calcul de la 
déformation de l’axe d’une barre subissant une torsion. La maison Schmidtstahlwerke A. G. 
de Vienna a eu l’amabilité de fournir les données d’essai. 


1. Hinleitung. 


Der bekannte und in der Rheologie! oft verwendete Ansatz von Maxwell? fiir 
elastisch-zihe Stoffe wird hier mit Erginzungen von Fromm*:* und vom Verfasser 
gebracht. 


Nach Maxwell wird die einachsige Gesamtdehnungsgeschwindigkeit ¢ als Summe 
der Dehnungsgeschwindigkeiten des elastischen é’ und zihe-festen Stoffes ¢’’ an- 
genommen. Dabei ist (s. z. B. Nadai>, 8S. 427) 


Ceara hy Fe oS an) (ana) 
In GI. (1), (2) ist # der Elastizitatsmodul, « der Zahigkeitskoeffizient, t die Zeit in 


1 Siehe z. B. E. G. Richardson: Elastische Flissigkeiten. Acta Physica Austriaca 5, 390 
(1952). — H. Umstatter: Strukturmechanik. Dresden und Leipzig. 1948. — H. Umstatter 
und R.Schwaben: Einfithrung in die Viskosimetrie und Rheometrie. Berlin: Springer- 
Verlag. 1952. ie 

2 J. Cl. Maxwell: On the dynamical Theory of Gases. Philos. Mag. J. Sci. 35, 133 (1868). 

3 H. Fromm: Stoffgesetze des isotropen Kontinuums, insbesondere bei zahe-plastischem 
Verhalten. Ingenieur-Arch. 4, 432 (1933). 

4 H. Fromm: Laminare Strémung Newtonscher und Maxwellscher Flissigkeiten. Z. angew. 
Math. Mechan. 28, 43 (1948). 

5 A. L. Nadai: Das FlieBen von Metallen unter verschiedenen Beanspruchungen. Osterr. 
Ingenieur-Arch. 8, 261, 421 (1949); 5, 182 (1951). 
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den Ableitungen é’ = de'/dt bzw. 6 = do/dt, o die Spannung, « die Dehnung. Die 
Gesamtdehnungsgeschwindigkeit lautet dann 


e=é' +é’=—G/E +o/3y. (3) 
Den Koeffizienten ,,3‘‘ im Nenner der Gl. (2) und (3) erhalt man aus dem dreiachsigen 
Ansatz (s. z. B. Nadai>, S. 423) 


Sat 1 
C5 — Cig = phe ! Om = 3 (Fa + Fy + %). (4) 


Setzen wir in Gl. (4) o, = o, = 0 ein, dann folgt o, —o, = 2¢,/3 = 2ué, baw. 
RE Sy OWE 

Ein in der Rheologie! viel beniitztes Ergebnis des Ansatzes von Maxwell folgt 
aus der Null- oder Konstantsetzung: der Geschwindigkeit ¢ in Gl. (3). Mit ¢ = 0 
ergibt sich die bekannte Lésung der Spannungsrelaxation 


os ogel® mit 8 uk. (5) 


Die Behauptungen in der rheologischen Literatur!, da Gl. (5) mit den Versuchs- 
ergebnissen iibereinstimmt, miiBten noch mathematisch und physikalisch tberpriift 
werden. So erfolgt z. B. die Nullsetzung der Gesamtgeschwindigkeit ¢ = 0 unter 
der ungewéhnlichen Bedingung, da8 nur die Summe der Geschwindigkeiten é’ + é” 
immer Null wird und nicht die einzelnen Summanden fiir sich. AuBerdem miiBte 
ein einachsiger Spannungszustand mit entsprechendem Verzerrungszustand vom drei- 
achsigen Zustand aus eingehend untersucht werden, der diesen Bedingungen entspricht. 


Fromm? hat allgemein die Ansitze fiir das FlieBen fester Stoffe und hiermit auch 
den Ansatz von Maxwell dadurch erweitert, daB er den Spannungstensor auBer der 
iiblichen Abhangigkeit von der Zeit und vom Ort noch als Funktion der Drehung 
angenommen hat. Leitet man einen solchen Spannungstensor nach der Zeit ab, 
dann wirkt sich auch die Drehung in der Winkelgeschwindigkeit aus, was nach- 
folgend eingehend abgeleitet wird. Bei der Bildung der fiir die physikalische An- 
wendung geeigneten Drehungstensoren haben wir von Fromm abweichende Annahmen 
getroffen. 


Als Beispiel wird die Verdrehungsbeanspruchung langer Stabe untersucht. Die 
versuchsmaBigen Beobachtungen wurden dem Verfasser von Herrn Dr.-Ing. St. Soretz 
(Schmidtstahlwerke A.G., Wien) mitgeteilt. Hoffmann® hat im Jahre 1927 die 
schon bekannte Beobachtung des dabei auftretenden Phinomens in einem Patentbericht 
erwahnt. Dieses Phanomen besteht darin, daB sich der auf Verdrehung beanspruchte 
Stahlstab mit Kreisquerschnitt verlangert, was versuchsmaBig wiederholt bestiatigt 
wurde (s. Soretz’, Saliger’). Diese Verlangerung betragt (nach Soretz) bis max 1%. 
Die Berechnung erfolgt nach Gl. (3), in der die zeitabhangige elastische und fliissige (rei- 


6 R. Hoffmann: Verfahren zur Herstellung von Armierungseisen. Patentiert im Deutschen 
Reiche vom 12. April 1927 ab. Patentschrift Nr. 478055, Kl. 49 h?, Gruppe 16. 

Nach A. Nadai (“Theory of Flow and Fracture of Solids’ McGraw-Hill Book Comp., New 
York 1950, S. 349—352) hat J.H. Pointing, [Proc. Roy. Soc., London, Ser. A, vol. 82 (1909) 
S. 546; Ser. A, Vol. 86 (1912) S. 534] wahrscheinlich als erster die Verlangerung der Stabachse bei 
Verdrehung von Metallstaben mit Kreisquerschnitt, und zwar im Gebiete der elastischen Form- 
anderungen untersucht. Auf Anregung von NadaihatC.W. Mc Greg orim Jahre 1933 Verdrehungs- 
versuche an Kupferstaében durchgefiihrt und kleine bleibende Dehnungen der Stabachse festge- 
stellt. Die Theorie dieser Dehnungen stammt von A.Nadai. Sie ist uns nur auszugsweise aus 
der Arbeit von L’Hermite (Compte rendu des recherches effectuées en 1947, S. 141) zuganglich 
gewesen. Im gleichen Heft auf 8. 147 hat G. Dawance iiber die dazugehérigen Verdrehungs- 
versuche berichtet. Ahnliche Versuche hat auch H. W. Swift [Engineering, Apr. 4 (1947) S. 253] 
durchgefihrt. ‘ 

7 St. Soretz: Beitrag zum Mechanismus der Verwindung. Osterr. Bau-Z. 4, 85 (1949). 

8 R. Saliger: Fortschritte im Stahlbetonbau. Wien: Franz Deuticke. 1950. 
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bende) Spannungsiinderung beriicksichtigt wurde. Der Ansatz Gl. (3) allein geniigt nicht 
zur vollstaéndigen Lésung. Diese wird erst durch die zusitzliche Annahme der Drehung 
des Spannungstensors erméglicht. Es ist vielleicht von Interesse, hervorzuheben, 
daB das Ebenbleiben der Querschnitte auch bei einem Kreisquerschnitt nicht mehr 
autfrechterhalten bleibt. Im letzten Abschnitt wird noch die im Versuch? beobachtete 
Verkiirzung eines Stabes mit Rechteckquerschnitt berechnet, wihrend man 
elastizitatstheoretisch nur die Verwélbung des Querschnittes ermitteln kann, wobei 
die Stabachse keine Lingenanderung erfihrt. 


Ks ist mir eine angenehme Pflicht, der Direktion der Schmidtstahlwerke A. G. 
(Wien) sowie Herrn Dr.-Ing. St. Soretz fiir die bereitwillige Mitteilung der Versuchs- 
daten bestens zu danken. 


2. Der Ansatz fiir den elastisch-zahen Stoff. 

Der Ansatz Gl. (3) wird hier auf den dreiachsigen Spannungszustand verallge- 
meinert. Der Spannungstensor © lautet, wenn i, j, f die Einsvektoren in den a, y, z- 
Richtungen sind und o, usw. die Normalspannungen, tT, , usw. die Schubspannungen, 

Oy Tey Veg 
Cle 166) ee oP hi Ue, 4 eg Oy hae Ts (6) 
Tx T yz oO, 
Der Verzerrungstensor % lautet, wenn ¢,, usw. die Dehnungen, y, , usw. die Schiebungen 
sind, é 


1 


1 
Ex 9 Vay 9 Vax 


ae Ties 2 1 
Batteg t+... + Zl +live = sav fy a Vue | (7) 


Das Hookesche Gesetz der linearen Elastizitatstheorie ergibt sich hiermit, 
wenn m die Querzahl ist und G der Schubmodul, 


S = 24Ba+ 25 V-w9, (8) 


mit dem Einstensor §. Dabei ist u der Verschiebungsvektor. Aus Gl. (8) ergibt sich 
durch Addition der Spannungen o,,0,,0, die Volumsainderung in Abhangigkeit 
von der mittleren Spannung o,, und vom Kompressionsmodul Ke 


: 1 ; = 2 +1 
Pa mit On = (Fe + Oy + 4,), Ku=5—— 5G. (9) 
Der Spannungsdeviator GS, lautet, wenn © der Spannungstensor Gl. (6) und o,, 5 
der Kugeltensor sind, 
Go Se S ot Om aN (10) 


Gl. (8) kann man mit Hilfe von Gl. (9) und (10) wie folgt schreiben: 


C268. Gee (11) 


Gl. (11) differenziert nach der Zeit ¢ und nach dem Tensor der elastischen Ver- 
zerrungsgeschwindigkeiten explizit ausgedriickt, lautet: 


Tos 1 S 
Sel = sa 20+ 3 Ka Dna: (12) 


Ingenieur-Archiv VIII, 1. 4a 
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Die Spannungs-Verzerrungs-Geschwindigkeitsbeziehungen der zihe-festen Stoffe 

(s. Nadai®) lauten 
CS 2 Bo a Oe (13) 
w ist der Zahigkeitskoeffizient und / ist eine zweite Viskositatskonstante, die nur 
der Dilatationsgeschwindigkeit V- » zugeordnet ist (s. Sommerfeld®, S. 78). v ist 


der Geschwindigkeitsvektor. 


Die Dilatationsgeschwindigkeit ergibt sich aus Gl. (13) durch Addition der 
St akaraliciai hed V go Ki = Set A. (14) 


K,, bezeichnen wir nach Sommerfeld® als ,, Volumsviskositait. Nach Gl. (13), (10) 
und (14) erhalten wir den Spannungsdeviator der zaihe-festen Stoffe 


yx 2 Om ~ 
Go= 2 Ba — =z vee Js (15) 


Gl. (15) driicken wir noch nach dem Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeiten aus 


$ 1 
Sot = c. 


eo . (16) 


1 
3 Kar Om aS: 


Die Spannungs-Geschwindigkeits-Beziehungen der Hydrodynamik unter- 
scheiden sich von den Beziehungen Gl. (13) dadurch, daB diese noch den mittleren 
Druck (— p) enthalten: 


S = 2u Bq + (—p +4V -v)3. (17) 


Der mittlere Druck (— p) ist eine hydrodynamische Ortsfunktion, welche die Aufgabe 
hat, den ebenen Verzerrungszustand zu erméglichen. Mit Gl. (13) haben wir dagegen 
an Stoffe gedacht, bei welchen auch der ebene Spannungszustand méglich ist. Das 
ist gleichfalls der grundlegende Unterschied zwischen den fliissigen Stoffen, die nur 
ein gegebenes Volumen, aber keine gegebene Gestalt, wahrend die festen Stoffe 
sowohl eine gegebene Gestalt als auch ein gegebenes Volumen haben. Deshalb ist 
eine Ahnlichkeit der Gliederung in Gl. (8) der elastischen Stoffe mit der Gl. (13) 
der za&he-festen Stoffe notwendig gewesen. In der Hydrodynamik wird haufig 
A = — 2u/3 angenommen (nach Miller’, 8. 10, sogar ,,allgemein‘‘) und hiermit 
werden die Fliissigkeiten in zihe-feste Stoffe tibergeleitet, da dann Gl. (17) in die 
Gl. (13) tibergeht!!. Eine bemerkenswerte Kritik dieser Annahme findet man bei 
Skudrzyk?. 
Die tensorielle Verallgemeinerung des Ansatzes von Maxwell Gl. (3) lautet 


B= Ba + Ber (18) 
bzw. nach Gl. (12) und (16) erhalt man den Ansatz fiir elastisch-zihe Stoffe 
yan Ct) Me le 1 ( Gm Sm \o 
2 ak he sa (ze : i) (19) 


Der Koeffizient des zweiten Gliedes Gl. (19) wird bei Fromm? (S. 451) mit 
26 ie (20) 


® A. Sommerfeld: Vorlesungen tiber Theoretische Physik, Bd. II: Mechanik der deformier- 
baren Medien. Wiesbaden. 1947. 

10 W. Miller: Einfihrung in die Theorie der zihen Fliissigkeiten. Leipzig. 1932. 

4C. Torre: Theorie za&he-fester und firmo-viskoser Stoffe. Z. angew. Math. Mechan. 33, 
300 (1953). 

“ E. Skudrzyk: Die Theorie der inneren Reibung in Gasen und Flissigkeiten und die 
Schallabsorption. Acta Physica Austriaca 2, 148 (1948). Die innere Reibung und die Material- 
verluste fester K6érper, I. Teil. Osterr. Ingenieur-Arch. 3, 356 (1949); II. Teil. Osterr. Ingenieur- 
Arch. 6, 157 (1952). 
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angenommen. Dabei ist P=|V/o,2+...+ 7,2 die ,,Tensorintensitit’ und M 
eine Grofe von der Dimension s~, die auch die Flie8bedingung enthalten kann. Wir 
werden nachfolgend, insbesondere um die Integration der Differentialgleichungen 
durchfiihren zu kénnen, den Zahigkeitskoeffizienten konstant annehmen. 


3. Die zeitliche Ableitung des Spannungstensors. 


Fromm (8. 452) nimmt den Spannungstensor als Funktion auBer der Zeit ¢ und 
des Ortsvektors 


t=ta+jy+fe (21) 
noch als Funktion des Drehungstensors 
, P=1%yz +1P2a2 + Pew (22) 
bzw. 
a Sn 
S=G(t, r, 9). (23) 
Den Vektor der Winkelgeschwindigkeit erhalt man aus Gl. (22) 
a 
hie we tal ha eta. (24) 
mit 
w,=dy,,j/dl, .w,=dy,,/dt, o,=—dy,,/dt. (25) 
Die zeitliche Anderung des Spannungsvektors Gl. (23) ergibt sich hiermit (y = dr/dt) 
~ dS 3 ees 


Nach der hydrodynamischen Terminologie bedeutet das erste Glied der Gl. (26) die 
értliche (instationire) Anderung des Spannungstensors, das zweite die konvektive 
Anderung und das dritte stellt die (rotative) Anderung des Tensors infolge der Drehung 
dar. Das zweite Glied ist bei homogenem Spannungszustand gleich Null zu setzen, das 
zum Teil mit den Gliedern der elastischen Fernwirkung von Skudrzyk” tibereinstimmt. 
Das dritte Glied ergibt eine Drehung der Spannungen infolge Verzerrung des Stoffes. 


Wir werden uns nachfolgend insbesondere mit der Berechnung des dritten Gliedes 
Gl. (26) befassen. Es ergibt sich aus der Differenz des sehr wenig gedrehten Spannungs- 
tensors S’ und des urspriinglichen Tensors © bzw. aus dem Grenziibergang (mit 


> > 
Ag/At = o) a Pee mS 


lim = lim —— = lim—>_ = — a. 27 
A+o 4b spit Ap op an 

Wir schreiben den Spannungstensor in der Dyadenform 
S=ip, + ip t+ fpr, (28) 


wobei p; usw. die Vektoren der resultierenden Krafte auf den Koordinatenebenen sind 
Pi= to, Hj tey +E Te, 
Pi=tteyt joy +i ty, (29) 
Me= 1 Te, +i tye + to; 
Ahnlich gilt fiir den sehr wenig gedrehten Tensor 
S=th + 1p + i pr, (30) 
da zwischen den Einsvektoren i’ usw. und i usw. praktisch keine Unterschiede be- 
stehen (i’ = i), was auch aus der Tabelle Gl. (33) hervorgeht. Aus Gl. (28) und (30) 
folgt 


4b 
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Oi iin 2 j Lim PPh i a flim 7, (31) 


lim 2 
At 


At—0O 
Die kleinen Verdrehungswinkel betragen 
Ne a, AQ, 2 = Oy Ai, Ap oe 


(32) 
bzw. Nee eset 


Die Richtungskosinusse der Winkel zwischen den Achsen des KS. (2’, y’, 2’) und 
KS. (a, y, 2) erhalt man bei sehr kleinen Drehungen nach Gl. (32) 


cos (x’; a) 21, cos (y’, 9) 1,” cos (252) a1; 
cos (x, y) = cos (F — Gay) = sin APgy ~ APay =O, At; 
cos (x’, 2) = cos iz (—4p.)| = —sinAg,, = — w, At; usw. 


Die nachfolgende Tabelle ergibt in Ubereinstimmung mit Fromm? die Richtungs- 
kosinusse der Winkel zwischen den Achsen der KS. (2’, y’, 2’) und KS. (2, y, z) zu 


ie ees ses in 


x" 1 + a, At | —o, At (33) 
y | —o, At 1 + w, At 
2 | + @, At| —o, At 1 


Nach der Tabelle Gl. (33) ergibt sich 
pi = +p, +pj0,4t—ppo,At, | 
bi = — po, At + 9 + po. At, | (34) 
be = + pio, At — pjw, At + py. 
Aus Gl. (34) kann man folgende Grenziiberginge bilden: 
bi — Pj 


ete At a pj oO, — Pr Dy; 
Spat Fok ag +c 
ry fas P_Wg — Pi Wz, (35) 
_ Pe — Pe 
i = p, @, — Pj Wz. 
Pree A p Dy Yj @ J 
Aus Gl. (31) und (35) erhilt man den Grenziibergang 
: 6’ — & ; : 
day At ae 1 (pj OO, — Pr @y) 1: J (Pp ©, — Pj @,) ae E (pj y=), Oye (36) 


Gl. (36) schreiben wir in der folgenden Form, wobei der Grenziibergang Gl. (36) gleich dem 
Vektorprodukt Sx @ ist, 


a 2 ae 
p 


mit den Tensoren zweiter Stufe 


Bo = TP: — Ep, By, = tpi —ip, PB. = tpj — 7 Pi (38) 
Mit dem Vektor der Winkelgeschwindigkeit Gl. (25) und dem Drehungstensor 


dritter Stufe 
P=F,1+H8,j4+ BE (39) 
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kann man Gl. (37) wie folgt schreiben, wobei der Punkt das skalare Produkt bedeutet: 
us 6S > we 
SXw= ~o=Ff-o. (40) 
op 

Uber die hier vorkommenden Tensoren erster, zweiter und dritter Stufe bemerken 
wir folgendes: Kin Tensor r-ter Stufe in einem n-dimensionalen Raum hat 7’ Glieder, 
gemaB der Anzahl der Variationen mit Wiederholung von » Elementen zur r-ten 
Klasse. So haben z. B. die Tensoren erster, zweiter und dritter Stufe (pis Id) 
in einem dreidimensionalen Raum (n = 3) der Reihe nach: 3! — 3, 32?—9 und 
3° = 27 Glieder. Bei der Bildung der Tensormatrizen ist es am besten, diese nach 


dem Schema der unbestimmten Produkte (s. Lagally1%, S. 39) der Einsvektoren 
zu ordnen. Diese Schemas lauten fiir » = 3 und 


(4 ee Si Uhl 
PASO 22 OK Se Y pie Oe NO ae ay i (41/1, 2) 
| lei yet t 
und 
ee Giles iin teeth tha iby 
ee ee en a ee Oe ptt yt Wii jit jet if | (41/3) 
Pidvetien Cte ee er py gt te ret Pt: te 
In einem vierdimensionalen Raum (n = 4) haben die Tensoren erster, zweiter und 
dritter Stufe (r = 1, 2,3) der Reihe nach: 41— 4, 42— 16 und 43 = 64 Glieder. 


4. Die Drehungstensoren. 
Nach Gl. (38) und (29) erhilt man die Drehungstensoren 
Ba = jttes + iite. + ito, — fits, —tjo,— ttt, 
B= fio, Fit gt tl tag — Lites — i] tye ikon | (42) 
B. = titer bite, tilt, — jive —jitey—itter 
Der Drehungstensor dritter Stufe lautet in der Matrixform gemaf Gl. (39), (41/3) 
und (42) 


0 = inne ap Tey 0 — Ty, ai Oy : 0 Oe + Tyz 
ag a= —- Tne 0 came Ole 5 = Tyz 0 — Vegy oF 0, 0 — Tez |. (43) 
— T yy oe Oy 9 ay se T zy 0 — Ty, ch Tas 0 


Die durch strichlierte Linien unterteilte Tensormatrik Gl. (43) liefert drei antimetrische 
Untermatrizen. . 

Die Tensoren Gl. (42) kann man gemaf des Schemas Gl. (41/2) in Matrixform 
schreiben wie folgt 


0 0 0 Veg Tyz Go, Tay Gy Tyz 
She == = 
B. oF Tee Tyz O, |}, By ae 0 0 0 ? B. = Ox Tay Taz |: 
SC cri ae OUN = Cue Oy Tey Taz 0 0 0 
(44) 


Die Tensoren GI. (44) zerlegen wir in einen symmetrischen und einen antimetrischen 
Teil 


0 Tez —T yz , 0 meu + Tey 
15 = . ee ty, | Op Oy A me +> Taz 0 + (6, + ¢,) }, usw. (45) 
nat Oey Ugly a 2 Tyz 


Tey —(G2 + 9;) 0 
( 4b* 
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Fromm? hat nur mit dem symmetrischen Teil der Tensoren Gl. (45) gerechnet, und zwar 
ohne den Koeffizienten ,,1/2‘. Ein Versuch, die Verdrehung eines Stabes nach diesem 
Vorschlag zu rechnen, hat iiberzihlige Gleichungen geliefert, welche bei uns Neben- 
bedingungen sind, namlich GI. (56/1) und (111/1). Die sehr einfachen Beispiele, die 
Fromm zur Erklirung seiner Berechnungsmethode angenommen hat, waren wahr- 
scheinlich die Ursache, daB er das oben Gesagte nicht bemerkt hat. Fromm gebiihrt 
jedenfalls das Verdienst, den Drehungstensor eingefiihrt zu haben. 

Aus physikalischén Griinden, die wir noch besprechen werden, und die speziell 
an dem Beispiel der Verdrehung untersucht werden, schlagen wir vor, die Drehungs- 
tensoren wie folgt zu nehmen: 


Be=Gi— tD toe By =—ALb 4d) een C= tees (46) 
bzw. den Drehungstensor dritter Stufe 
B= (i —thity, + (Ef— ti) ite. + (tt— itty. (47) 


Der Drehungstensor, bezogen auf das Dreibein i, j, f, lautet in der ,,Neunerform” 
SHH = tty, + [Aq + ffass + ify + fide: + jbaes + Eide, + figs, + fay; 
mit den Ma8®zahlen 


Qs = Vig On = Vas Oy Ay SB 1 Oy — Ten) beta eae 


(48) 
Aya = Oy Wz — Tyz Wy, Ae, = TazVy — Oz Wz;5 
Oye Ty, Dy OPO; yt Bay == ply sa ls es | 
Aes = 6, Oy — Teg Oss) 1 | Oy gy Oy Oe | 
i. Gema8 Gl. (46) werden wir tatsachlich nur mit 
gedrehte Rinder der Hauptdiagonale der Matrix des Tensors 
UM O10 2 pie Gl. (48) arbeiten. 


Das Ergebnis Gl. (46) werden wir nachfolgend 
vom physikalischen Standpunkt aus besprechen. 
Zu diesem Zwecke betrachten wir z. B. nur den 
Drehungstensor ‘$,. Dabei wird das Flachen- 
element (d x dy) infolge der Belastung der zu den 
Koordinatenebenen (z,z) und (y,z) parallelen 
Mantelflichen des Prismas vom Querschnitt 
: | (dx dy) durch die Schubspannungen T,,, verformt 
(s. Abb. 1). Die Rander dx und dy des Flachen- 
ns elements, die vor der Belastung parallel zueinander 

gestanden sind, werden nun in einen Rhombus 

| verzerrt. Diese Rander haben sich also um einen 

kleinen Winkel gedreht. Die Drehung erfolgt um 

die z-Achse, in deren Richtung der Tensor 38, 

gekennzeichnet ist. Die anderen im Tensor §, 

Abb. 1. Zur Bildung des Drehungs- vorkommenden Spannungen 6», Oy, Tyz: Tx; konnen 

tensors Sf. keine Drehungen um die z-Achse_ hervorrufen, 

| solange es sich um sehr kleine Verzerrungen han- 

delt. Deshalb wollen wir diese Spannungen bei physikalischen Untersuchungen auBer 
acht lassen. 

Nach Gl. (26) und (40) kann man den Ausdruck der zeitlichen Spannungs- 
anderung wie folgt schreiben: 
dS a 


BE Lv )S4+Exe. (49) 


— 
verrormr 


(Sv 
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Hiermit erhalt man die Spannungs-Geschwindigkeits-Beziehungen Gl. (19) mit 


: é 
(v-V)v =0 und p2 > 
We 1 ( Wy | Wy 1 ov OV » 
ee 2\ dx © ey 2\ an ' de 
< 1 Ov Ov» ow 1 (im av 
Se y @ 4 : 
Ys 2 ( 0x r oy ) ay oT ber — ae = 
1 ( Pe 1 (G0, | avy ee, 
—— 1 0Go io - E od S 1 6 % a 4 
oa | OE + (v-V) Sy + Sy X 0] | oi wee: ee! (50) 
Die einzelnen Verzerrungsgr6Ben lauten, in Koordinaten geschrieben, 
site! OY 1 | (6g — om) 
Ey = ae + i5 a ‘m - (pv: V) (Sy — Om) + Tay Op — Tax 4) + 
| G%a—Om , 1 / Om 4 Sm 
I 2 ips i Ke > 
, 
(51) 
V Sit) irae Om a Om 
Kei Kat? 
1 Oly Wy Dl Otey Te 
Pay Ox a oy — G ot i (v V) Tey| + Sie usw. 


Aus Gl. (51/1) ergibt sich, daB die Langenainderungen auch von Schubspan- 
nungen beeinflu8t: werden. Gl. (51/1) unterscheidet sich von Fromm? nur um den 


Koeffizient ,,2°, in Gl. (51/3) miBten noch die Glieder: Gq [Ces Oe — Tye Oy + 


+ (¢, — 6,) @,] hinzukommen. Mit der Bewegungsgleichung V -S = o dvy/dt haben 
wir neun Gleichungen mit neun Unbekannten. Die Winkelgeschwindigkeiten w,, 
@,,@, Gl. (25) sind im einfachsten Falle (Fromm®, s. das nachfolgende Beispiel) der 
Schiebungsgeschwindigkeit » gleich. Oder sie bleiben in den endgiiltigen Gleichungen 
als Ma der Drehungsintensitét (Fromm‘) bzw. sie lassen sich, wie im Abschnitt 5, 
vollstandig ermitteln. 

Nachfolgend untersuchen wir die Verdrehung eines diinnwandigen Kreis- 
ringrohres, die schon Fromm? (S. 452) als ein einfaches Beispiel behandelt hat. 
Die x-Achse sei parallel zur Rohrachse, die y- und z-Achsen stehen dann senkrecht 
zu den Erzeugenden des Zylinders. Das Rohr ist auf Verdrehung durch die Schub- 
spannungen T,, = T,, beansprucht. Wir betrachten nur das Flaichenelement des 
Querschnittes, das parallel zur z-Achse steht, mit der Koordinate y= 0. Auf diesem 
Flachenelement wirkt dann nur die Schubspannung t,,, wahrend die Schub- 
spannung t,, beim diinnwandigen Kreisringrohr vernachlassigt wird. Der Spannungs- 


tensor lautet dann wae 10) 
SoH lis, ole 0 
Ue © tae 


Die Drehungstensoren Gl. (46) betragen hiermit $, = %, = 0, B-= (tt — jj) Tey. 
Nach Gl. (40) wird § g6 


pe ore ti, & (ti — Jf) Tay Oz: 


ap 
Damit erhalten wir nach Gl. (50) oder (51) die Verzerrungen 
. ow 1) : 1 
ee a ee ee 


; Dp a uligieces 
=> Bess =! 
Vee wha boy Gin dion 


(v Z V) ye + eee: 


ad 
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Wir erhalten hiermit eine Verlangerung in der x-Richtung infolge der Verdrehung. 
Der Querschnitt zieht sich zusammen um die GréBe «,, die vom gleichen absoluten 
Betrag ist wie die Verlingerung ¢,. Die beiden Verzerrungen ¢, und ¢, hangen nur 
von den elastischen Eigenschaften des Stoffes ab. Bei der Schiebung y,, sind 
die instationiren und konvektiven Glieder von den elastischen Eigenschaften des 
Stoffes abhangig. Die durch das Drehmoment aufgebrachte Schubspannung 7, , 
ist dagegen nach dem Ansatz von Newton mit der Schiebungsgeschwindigkeit nur 
durch den Zahigkeitskoeffizienten verkniipft. 


. ae . Is . 
Fromm* nimmt =T,, /2/M an. Mit o,= Zoey und mit dr, ,/ot=(v- VY to, 0 
lauten die Verzerrungen 


e . Ae, \ Ppy Tay 
ey = ey — bzw. Ey = 2G ay ly. o> "5 Gr 


Mit G = 10° ke/om?*, «= 10 kgs/cm*, 7,74 = 10° //2kg/cm? und mit der Beanspruchungs- 
zeit Ty) = w/G = 10*sek betragt die Dehnung nur 1079/5). 


5. Verdrehung eines Stabes mit Kreisquerschnitt. 


Nachfolgend untersuchen wir die Verdrehungsbeanspruchung eines langen Stabes, 
dessen Querschnittsdurchmesser um eine GroBenordnung kleiner ist als seine Lange. 
Die unbekannten Spannungen sind 1t,, und t,,, wahrend o, = 0, = 6, = Ty = 0. 
Wegen der Rotationssymmetrie sind alle Ableitungen nach dem Winkel 0/o@ gleich 
Null zu setzen. Die Verzerrungsgeschwindigkeiten lauten in Zylinderkoordinaten 
(7, @, 2) (8. Tretitz®, 8. 31) 


rs ov 2 ov v 0 [wv 

Boe r = P PY aS P 

is or’ re or r ” Op ( (a 

Sha dete Vy 5 aa Wy 

Bg a es gh tags (52) 
ov ov ov 

yon Bz 5 Nene Or aE : 


Die dynamische Grundgleichung lautet ohne Massenkrafte und ohne konvektive 
Glieder (v-V)» = 0 
OT ym W, Clipe Ovo le 
as Orbe Oi gp ei ge Mca) 
Das negative Vorzeichen in Gl. (53/1, 2). beriicksichtigt die verzdgernde Wirkung 
der Masse. 
Aus Gl. (50) und (52) erhalt man die Glieder der Hauptdiagonale der Tensor- 
matrix 


Oia (53) 


Wi Op Lee CU saa nthe To» 
aie ae Oe: Reebok bee te 8G Orr oe 


Aus Gl. (54/1,2) und (54/3) ergibt sich die bekannte Kontinuitiatsgleichung fiir 
inkompressible Flissigkeiten (s. z. B. Lagally", S. 4) 
Leaee ov, 


Pager well NE) Weaker rapa (55) 


Dieselbe Gleichung erhalt man auch aus Gl. (53/1, 3) und (56/3) ohne das Glied der 
instationiren Spannungsinderung. Die Berechnung der Verdrehung im Gebiete der 
elastischen Forménderungen verlangt das gliedweise Verschwinden der Gl. (55), 


OW». (54) 


8 EK. Trefftz: Mathematische Elastizitatstheorie. Aufsatz im Handbuch der Physik, Bd. VI, 
S. 47. Berlin: Verlag J. Springer. 1928. 

“M. Lagally: Ideale Flissigkeiten. Abschnitt im Handbuch der Physik, Bd. VII, S. 1. 
Berlin: Verlag J. Springer. 1927. 


Kritik und Ergiinzung des Maxwellschen Ansatzes fiir elastisch-zihe Stoffe. 65 


womit sie identisch gleich Null wird. Die elastische Verdrehung erfolgt bekanntlich 
ohne Volumsinderung. Wegen o,,=0 ist nach GI. (51/2) V-» = 0, womit Gl. (55) 
bestatigt wird. Bei der Verdrehung eriibrigt sich also, nach Fromm?.? die Volums- 
viskositat K,, = co zu nehmen. 

Die Glieder links und rechts von der Hauptdiagonale GI. (50) mit GI. (52) und 
mit (v- V) S)= 0 liefern weitere Spannungs-Geschwindigkeits-Beziehungen 


Oo (vp\ _ CUge Were Toyz ov, Ov, Le aga Tn 
el | =o dz G aa ee oF TOE Gat sar (8) 


In Gl. (56/2, 3) haben wir die Glieder z (o V) t5. und a (v-V)t,, der konvektiven 


Anderung der Spannungen vernachlissigt, was einem homogenen Spannungszustand 
entspricht. In diesem Sinne miBten wir auch alle Ableitungen der Spannungen 
nach r und z in Gl. (53) gleich Null setzen. In diesem Falle wiirden wir physikalisch 
bedeutungslose Losungen erhalten. Die Beibehaltung des Gliedes (v-V) GS, fiihrt 
nach Umformung mit Hilfe der Gl. (53) zu den quadratischen Gliedern wie 
T, 0° é(v,v,)/é. Dann miBten wir auch andere gleichberechtigte quadratische 
Glieder der konvektiven Anderung der .Geschwindigkeiten (v-V) v beriicksichtigen, 
was zu nichtlinearen Differentialgleichungen fiihren wiirde. Das System der Gl. (53) 
und (56) stellt hiermit einen Mittelweg dar, der physikalisch mégliche Lésungen 
liefert. Gl. (53/1 bis 3) und (56/2, 3) sind fiinf Gleichungen mit fiinf Unbekannten; 
Gl. (55) und (56/1) stellen hier Nebenbedingungen dar, die nachfolgend gute Dienste 
leisten werden. 

Aus Gl. (53/2) und (56/2) ergibt sich die partielle Differentialgleichung vom 
elliptischen Typus in vy, zu 


Pvp 1 vy 1 We _ 

det OR 23 » Ob 2 o (57) 
Die erste Gl. (56) liefert mit ihrer Losung v, = rf (z, t) bzw. mit dem Separations- 
ansatz vp =7Z (2) T(t) (58) 


schon den Ansatz fiir die Differentialgleichung (57). 
Aus Gl. (53/1) und (56/3) bzw. Gl. (53/3) und (56/3) sowie mit Hilfe der Gl. (55) 
erhalt man zwei partielle Differentialgleichungen in v, und v,, die lauten: 


ev Cm ee, 1 ‘ ta) Oy 

er E ar »,)| errr (1 + 29 =) at” (59) 
1 a/. &, ay, 1 8 \ by, 
=r aE) — aa =+(1 + Po x) at” (60) 


Mit dem Ansatz v, = g (z,t) R(r) zerfallt die Differentialgleichung (60) in eine 
partielle Differentialgleichung vom elliptischen Typus 


ag 1 ag Loge itis Peed 
Pe npc par Teme ay 
und in eine Differentialgleichung, die auf Besselsche Funktionen fihrt: 
Cs aad A) ae Dee 
dr? Pp Chr ead (62) 
Die Lésung der Gl. (62) shat é 
Rr) =C,F, Ar), -t=V =1 (63) 
ist eine Besselsche Funktion erster Art und nullter Ordnung’. Dabei ist 
; 1 Ar \2 il Ar \4 1 Ar \8 
Jo(itr) =1+ sar (Z) + sear (5) t grec (ae) +--- (64) 


1 BE. Jahnke und F. Emde: Tafeln héherer Funktionen. Teubner. 1952. 
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Aus Gl. (63) ergibt sich, daB bei einem auf Verdrehung beanspruchten Stab mit 
Kreisquerschnitt, der aus einem elastisch-zahen Stoff besteht, die Querschnitte 
nicht eben bleiben, wie dies bei rein elastischen Forminderungen der Fall ist. 
Vernachlassigen wir in G1. (63), (64) alle biquadratischen und héheren Glieder, dann wird 
die Querschnittsform gleich der Oberflache einer in einem Eimer rotierenden Flissig- 
keit (s. z. B. Sommerfeld®, 8. 42). Diese Uberlegungen sind freilich fiir lange Stabe 
ohne praktische Bedeutung, da dabei die Querschnittsverw6lbungen sehr klein sind. 

Die Losung der .GI. (61) mit Hilfe des Separationsansatzes g (z,t) = Z (z) T (t) 
lautet 

v, = (A Sind’ z + BOof A’ z) Jy (tar) sin A, ct e— 42% | 


mit V=VRTAZ, Th=n/G=r/e, e=G4le. | 


Wir wihlen B = 0, so daf fiir z = 0 auch v, = 0 baw. die Verschiebung w = 0 wird. 
Hiermit wird verlangt, daB der ganze Querschnitt an der Hinspannungsstelle z = 0 
formanderungsfrei bleibt, was als eine rechnerische, den physikalischen 'Tatsachen 
nicht ganz entsprechende Annahme aufzufassen ist. Die Konstante A wird spater 
berechnet. Gl. (65) lautet dann | 

v, = AJ, (iar) Sin iW zsin A, cte~@ 42”, (66) 
In Gl. (66) ist fiir ¢ = 0 auch v, = 0. Im Argument der Kreisfunktion haben wir die 
sehr kleine GrdBe (1/7)? gegentiber (A, c)? vernachlassigt. Mit c? ~ 10” (cm/s), 
y = 1018 cm2/s (Hochstwert) betragt die Relaxationszeit 2 7) = »/c? ~ 10%s, woraus sich 
ergibt, daB der Abbau der Geschwindigkeit v, mit der Zeit verhaltnismaBig langsam vor 
sich geht. Dagegen ist der Kinschwingungsvorgang des an der Stelle z = / wirkenden 
Drehmomentes sehr rasch, da mit 2, = 10-7 cm und A, c = 104s die Schwingungs- 
dauer ty = 22/A,c = 6.28: 10-*8 betragt. 

Diese Gleichungen stellen mit den Kreisfunktionen vom Argument /,ct den 
Einschwingungsvorgang im Augenblick der Aufbringung des Drehmomentes dar. 
Sie sind ein Ergebnis der instationaren Anderung der Schubspannungen Gl. (56) mit 
Beriicksichtigung der Reibungsglieder. Nachfolgend wird der stationaére Zustand 
nach der Autbringung des Drehmomentes untersucht, der durch die Vernachlassigung’ 
der instationiren Anderung der Schubspannungen Gl. (56/2,3) und Beibehaltung 
der Reibungsglieder die partiellen Differentialgleichungen vom parabolischen Typus 
liefert. Der wesentliche Unterschied dieser Lésungen zu Gl. (65) und (66) wird — 
abgesehen vom Nichterscheinen der periodischen Kreisfunktionen — in der sehr kurzen 
Relaxationszeit bestehen, die 7’) = 1/y A> = 10-48 betrigt. Hiermit geht der 
Ausgleich der Verschiebungen und Spannungen sehr rasch vor sich. Bei einem auf 
Torsionsschwingungen beanspruchten Stab erhalt man nach Gutenberg?® (S. 534) 
die Relaxationszeit T) = 2J/Cu=2072/y=10-s fiir das Eisen, also auch eine 
sehr kurze Zeit, wobei v = 10 cm?/s betragt, wéhrend wir mit dem Grdf8twert 
1018 cm?/s gerechnet haben. 

Gl. (56) ohne instationére Glieder lauten: 

0 | © ov Voz OW, ov ps 
()= 0; ie : Fadl Be ie fie (67) 
An der Stelle der Gl. (61) folgt eine partielle Differentialgleichung vom parabolischen 
Typus der Ausgleichsprozesse (Sommerfeld?’, S. 33) 


oe Ia 
; P— A2g = 0, (68) 


(65) 


16 B. Gutenberg: Der physikalische Aufbau der Erde. Aufsatz im Handbuch der Geo- 
physik, Bd. II, 8. 440. Berlin. 1933. 

” A. Sommerfeld: Vorlesungen tiber theoretische Physik, Bd. VI: Differentialgleichungen. - 
Wiesbaden. 1947. 
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Gl. (62) mit den Lésungen Gl. (63) und (64) gilt weiter. Bei langen Stiben kann man 
in Gl. (59) und (60) alle Ableitungen nach r vernachlassigen, so da man in Gl. (68) 
= 0 nehmen kann. Dann lautet die Lésung Gl. (68) 


v, = (A Sin Az + BOof a, 2) e7-""?, (69) 
bzw. mit B = 0, was — wie in Gl. (66) — das Ebenbleiben des Querschnittes z = 0 
bedeutet, 
Ue =A Sith cer (70) 
Bei sehr kleinen Verschiebungen gilt v, ~ dw/ét, womit sich aus Gl. (70) der Ausdruck 
fiir die Verschiebung w ergibt 
: 
iN) OE 
0 
Wo = A/v A? ist die Verschiebung fiir ¢ = co und Gin d,z = 1 (A, z = 0,8882). Gl. (71) 
besagt, daB die Liingsverschiebung w des Stabes mit der Zeit standig zunimmt. Sie 


nimmt auch mit der Koordinate z zu, was aber die Annahme B = 0 bedingt. 
Aus Gl. (70) und (55) folgt der Ausdruck fiir die Geschwindigkeit 


A 
vy A2, 


Sin A, z(1—e—" 4), (71) 


1 \ : 2 : 
VW, = — 3 (AAr)CofAze* it. (2) 


Gl. (72) geniigt der vereinfachten Gl. (59), die lautet 
ay 1 &, 
oe of iD alin | ? 


Aus Gl. (53/1) baw. (53/3), (67/3) und (72) folgt der Ausdruck fiir die Schubspannung 


Toe NA A, (a — 1) Sin A, ze" #, (74) 


z 


wobei Gl. (53/3) in den Grenzen r bis r =a integriert wurde. Die Unstetigkeit 
fiir r =a Gl. (74) wiirde nach der genaueren Berechnung mit Hilfe der Zylinder- 
funktionen verschwinden. Die Oberflichenbedingungen o, =y;,,—=y,,= 0 fir 
y =a des zylindrischen Stabes sind hier befriedigt. 


Der Ausdruck fiir die Geschwindigkeit v, folgt aus Gl. (57) und (58) — ohne die 
zweite Ableitung nach der Zeit — und in Anlehnung an die Bezeichnungen in Gl. (70) 


Dg — 5B") yj A, ze? 4. (75) 
Aus Gl. (75) und (67/2) baw. Gl. (53/2) ergibt sich der Ausdruck fiir die Schubspannung 
T oz = — + 6A, B (Ay?) Sin sce ta% (76) 


Die in Gl. (75) vorkommende Konstante B kann man mit Hilfe des Momentes M, 
an der Stelle z = / und 7 = a und iiber eine sehr lange Zeit (t = oo) berechnen. Das 
Moment infolge der Innenkrifte entsteht nur durch die Schubspannung t,,, wahrend 
das Moment infolge der Schubspannung 1,, sich wegen der symmetrischen Wirkung 
aufhebt bzw. weil die Wirkungsebene dieser Schubspannung durch den Drehpunkt 
ry = 0 des Momentes geht. Der Ausdruck fiir das Drehmoment folgt dann mit Gl. (76) 

2art an 7 t : 
del ae | | | (Tor dpdr) rdt = — it A, B (A,) Sin A, z | | | rdr dy e—”*' di. (77) 
000 000 


Bzw. mit 7, = 1/v," ; 
M =— pd, BA, Sindz7 (1— "94. (78) 
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An der Stelle z =1, r =a und fiir eine sehr lange Zeit (t = co) erhailt man die Konstante 


4M, = 79 
Bm wt, wat Sind, 1” iy 


Nach Gl. (79) und (78) ergibt sich dann der Ausdruck fiir das Drehmoment 


r \4 Sind, z Soe 80 
M = M,(=) onl ): ae 


Der Ausdruck fiir, die Schubspannung ergibt sich aus Gl. (79) und (76) zu 


oJ r, Cit hy ein als 81 
eee zat Sind, l 5 53 — 


Fir z=1, r=a und t= 0 (also zum Belastungsbeginn) ergibt sich fiir die Gleichung 


der Schubspannung t = — 2 M,/za® derselbe Wert wie in der Elastizitatstheorie 
(siehe 18, 8. 337). 
Nach Gl. (54/1), (72) und mit t,, = aad A, A (Ayr) Sin A,ze—”*"* nach Gl. (67/3), 


(70). (72) statt (74) bzw. nach Gl. (54/2), (81) und (72) erhalt man die Ausdriicke fiir 

die Winkelgeschwindigkeiten 

2G AG 

pwaAyr 24,7 M, 
Nach Gl. (25/1) ist w, = dg,,/dt. Da am Stabmantel, also fir 2r=2a=d, 

der Winkel ¢,, = arc tg (wd/g) oder bei kleinen Umdrehungen 


Por znalg (83) 
betrigt, wo d der Querschnittsdurchmesser und g die Ganghdhe einer Verwindung 


ist, so folgt fiir die Dauer einer Relaxationszeit 7’) = 1/» A,? 
To 


A2, a4 2 Cotg A, z Sin A, Ll. (82) 


Coty Az, “oO, = 


Vy = — 


d ; 1 
ea | dt = o vA” (84) 
0 
Aus Gl. (84) und (82/2) mit z=J und r=a erhalt man dann die Konstante 
_d 2M,vA, 
A= 9 @®A CofA, 0 
Aus Gl. (85) und (82/2) bzw. (74) ergeben sich dann folgende Ausdriicke fiir die 
Winkelgeschwindigkeit w, und Schubspannung 1,, zu 


(85) 


ae «<2 vig A, lGotg A, z (86) 
und 
Sind 2 
Tre = — BMY oO A, (a—r) Sof Li nga be (87) 


Wien man aus Gl. (81) und (87) fiir die Schubspannungen t,, und t,, ersieht, 
sind diese Schubspannungen an beiden Enden z = 0 und z = J nicht gleich, wie dies 
in der Elastizitatstheorie und beim Rechnen mit Gleichgewichtsbedingungen der 
Fall gewesen wire. Die trige Masse des Stabes wirkt dem Drehmoment an der Stelle 
z=1 entgegen, bevor das Drehmoment am Ende z= 0 voll iibertragen wird. Diese 
Verteilung gilt freilich nur iiber die sehr kurze Relaxationszeit, die sich aus den para- 
bolischen Differentialgleichungen, das heif&t ohne instationare Glieder, ergibt. 
Hatten wir mit den instationiren Gliedern gerechnet, das hei8t nach Gl. (57) bis (66), 
so hatte sich wieder eine ungleichmafige Verteilung der Schubspannungen und Ver- 
schiebungen tiber die Stablange ergeben, mit dem Unterschied, daB die Relaxations- 
zeit viel groBer gewesen ware und die Masse des Stabes periodische Schwingungen 
mit sehr kurzer Schwingungsdauer ausgefiihrt hatte. — Wir erwahnen noch, daB die 
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Schubspannungen iiber den Querschnitt linear verteilt sind. Insbesondere erinnert 
die Schubspannung 1,, Gl. (81) an die Schubspannung bei Verdrehung eines Stabes 
mit Kreisquerschnitt im Gebiete der elastischen Forminderungen. 

Die Winkelgeschwindigkeiten Gl. (82/1) und (86) nehmen an Intensitét mit ab- 
nehmendem r rasch zu, da auch die Kriimmung des verformten Querschnittes Gl. (63), 
(64) in diesem Sinne zunimmt. Diese einfache Beziehung der Winkelgeschwindig- 
keiten zum reziproken Halbmesser ist freilich nur eine rechnerische Naherung, die 
den Punkt 7 = 0 ausschlieBt. 

Nach Gl. (71) und (85) erhalt man die Gleichung fiir die Verschiebung der Stab- 
achse Ei 2M, 

OG A, Ga® Gof A, 


Gl. (88) ist deshalb wichtig, 
weil die Verschiebung w im Ver- 4 
such gemessen wird, s. Abb.2, mit \ 
welcher die theoretischen Ergeb- ‘-s 
nisse verglichen werden kénnen. wt} 
Sie nimmt mit der Zeit zu, sie 
wird dagegen fiir z = 0 auch gleich 
Null, was — wegen der Annah- 
men der zweiten Integrations- 
konstante B = 0 — ein rein rech- 
nerisches Ergebnis ist. Sie ist s+ 
weiterhin direkt proportional den 
Drehmomenten M, und der bezo- 
genen Ganghohe (d/g). Gl. (88) gilt 
im Gebiet d/g = 0 + 0°0318, das in biltighelt der 


Gin Az (1 — 67 *414), ; (88) 


7 sae -9(2/0) Fundstah! blank g 10mm 
D 


G- yf 4/6) Fundstall blank p 6 mm 


. 2 R ; LBerechin, Ly 
Abb. 2 eingetragen ist. Dieses er- ("277 ee $ Gad 3 
= . $ ¢ 1 old © ; ; 
gibt sich beim Rechnen mit der =*#——7; iy ne — 7 iar 


Genauigkeit des Rechenschiebers 


auf drei Ziffern. Dann betragt die app, 2, Verlangerung bei der Verdrehung des Torstahles. 
Schiebung bei einer 22-Ver- d = Durchmesser, G = Ganghédhe. (Nach St. Soretz, 
drehung, bezugnehmend auf die Schmidtstahlwerke A. G., Wien.) 
Naherung Gl. (83), 
tgy2y=0100=ad/g bzw. d/g=0-0318. 

Daraus ergibt sich die kleinste Ganghéhe ming = 31:4d. Ld . 

Gl. (88) 14Bt sich noch weiterhin erganzen, wenn wir nach der Elastizitatstheorie 
das Drehmoment proportional dem Drehwinkel annehmen’* (8. 338): 


MM = een 7, (k = 7 a*G/2 1). (89) 

Aus Gl. (89), (83) und (88) ergibt sich dann die Verschiebung 
1 wa /d\2 Gind,z pat 90 
w= lg) ear ae 


In GI. (90) hingt nun die Verschiebung w vom Quadrat der bezogenen Ganghéhe (d/q) 
ab, was durchaus eine ausreichende Genauigkeit insbesondere fiir das in Abb. 2 be- 
zeichnete Gebiet ist. Rechnen wir noch mit der bezogenen Verschiebung w Ay, 80 
betraigt die GroBe 2,, wenn wir nach Abb. 2 w A, = wil, setzen, wo |, die MeBlange ist, 

LA, === lo: (91) 
Dabei ist 1, ~ 102 cm = /,-1. Mit dieser GréBe haben wir unsere Abschaitzungen nach 
Gl. (66) durchgefihrt. 
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Wir untersuchen noch, ob die Schubspannungen Gl. (81) und (87) der Rand- 
bedingung (Foppl!®, S. 422) 
dyes thin ea (92) 


geniigen. Da diese Schubspannungen alle in der gleichen Querschnittsebene wirken, 
so besteht die Beziehung 


Tz = Trz COS P — Tp, Sin P; | (93) 


€ yg ST pg SUL Tyg CORD: 
Da nach GI. (87) fiir r =a die Schubspannung 1,, = 0 ist, so folgt nach Gl. (92) 
und (93) 
dy/dx = — cotg 9. 


Aus der Gleichung 2? + y? = 7? eines Kreises folgt die erste Ableitung dy/da = — a/y. 
In Polakoordinaten ist anderseits x/y = cotg, was bedeutet, dafi unsere Berechnung 
der Randbedingung Gl. (92) geniigt. 


Die zahlenmafige Auswertung der Gl. (90) wird fiir t= co und z =/ erfolgen. 
Mit der Annahme 4, = 10cm, 1= 104cm, ist Ig/,J = Ig10?~1. Mit a=d/2 
und 1=ng, wo n die Zahl der Ganghéhen ist, und mit der Reduktion wie in Abb. 2 
auf eine Ganghdhe n = 1 lautet Gl. (90) 

2 6 

Aw = 0, = (=) (94) 
Fur d/g = 1/102 folgt nach Gl. (94) w/l, = 1/2” 103 = 5-10-4/x. Nach Abb. 2 
erhalt man fiir den Probestab 210mm und d/g = 1/10” = 0.0318 den Wert 
wily = 5: 10-4. Unser Wert ist also um 1/z = 0.318 kleiner, wobei wir beachten 
missen, daB unsere Berechnung durch die Annahme der Integrationskonstante B = 0 
das Ebenbleiben des Querschnittes z = 0 voraussetzt, was die Ergebnisse betrachtlich 
kleiner macht. 


SchlieBlich werden wir noch zwei Falle kurz besprechen, die sich aus der Bewegungs- 

gleichung (53) und aus den Spannungs-Geschwindigkeits-Beziehungen (56) ergeben. 

Zunaichst untersuchen wir den instationéren elastis¢hen Fall, in dem wir 

die Reibungsglieder in Gl. (56) vernachlassigen. Lassen wir noch die Ableitungen 
nach r in Gl. (60) auBer acht, dann ergibt sich die Differentialgleichung 

ev, 1 ev, 5 

Eee a _ » = Gio. (95) 

Diese Differentialgleichung ist vom elliptischen Typus, wahrend die bekannten 

Differentialgleichungen der Bewegung des elastischen Kontinuums vom hyperbolischen 

Typus sind. Gl. (95) stellt also keinen reinen Schwingungsvorgang dar. Ihre Lésung 


v, = (A Sindz + BOof Az)sin Act (96) 


bedeutet den zeitlichen Schwingungsvorgang, welchen die ganze Stablange gleichzeitig 
mitmacht. Die Verschiebung lautet 
t 


w= \v,dt = 7 (A Sin dz + BOoj 22) (1—cos det). (97) 
0 
Gl. (97) besagt also, da& im Augenblick der Belastung eines elastischen Stabes durch 


ein Drehmoment der Stab tatsachlich eine riickgingige — theoretisch sich periodisch 
wiederholende — Verlingerung ausfiihrt. 


8 A. Féppl: Vorlesungen tiber Technische Mechanik, Bd. III: Festigkeitslehre. Berlin: 
Verlag Teubner. 1918. 
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Der zweite Fall ergibt sich, wenn wir den stationaren Gleichgewichtszustand 
untersuchen. Dann lauten die Gl. (53) 


0T,,(02 = 0, O%,,/022=0, 04,,/r+t,,/r = 0 (98) 
und die Gl. (56) 
0 We 0 
Tig Se S. Tee | - os ) Coat 22). (99) 


Wie aus Gl. (99) ersichtlich, werden nur die Reibungsglieder beriicksichtigt. Gl. (98/3) 
liefert eine hier bedeutungslose Lisung t,, = C/r. Deshalb nehmen wir 14 = 0 an, 
Aus Gl. (98/2) und (99/1) folgt @v,/@z22 = 0 bzw. v1» =r(Dz+). Dann lautet die 
Schubspannung Gl. (99/1) t).=m¢Dr. An Stelle der Gl. (60) erhalten wir mit 
Gl. (99/2) und (55) die Differentialgleichung 
i No) ieee av 
r Or G or oat i A (200) 


Mit dem Separationsansatz v, = R(r)Z (z) ergibt sich der Ausdruck fiir v, zu 


v, = (A Sin dz + BOoj Az) Jy (tar). (101) 
Der Ausdruck fiir die Verschiebung in den Integrationsgrenzen von 0 bis 7', lautet 
w=(A Sindz+ BojAz) J, (Ar): Ty (102) 


nimmt mit der Zeit und mit der Lingenkoordinate z stindig zu. Ein besonderer 
Fall ergibt sich, wenn wir die Ableitungen nach 7 vernachlassigen. Dann folgt aus 
Gl. (100) 
OU, (oz =O" baw.) 0, =A es Bw (103) 
und nach Gl. (55) 
0, = —Ar/2. (104) 


Dabei ist die Integrationskonstante C = 0 angenommen, insbesondere weil man das 
Glied C/r hier nicht gebrauchen kann. Nach Gl. (57) folgt 


@y,/02* = 0 ~-baw. nach GI. (58) v,=r(Dz-+ £). (105) 


Nach Gl. (99) ergibt sich 
ip teO. BOs Tay se Dt, (106) 


Zz 


Dieser Fall sowie der vorhergehende sind am meisten der elastizitiitstheoretischen 
Lésung ahnlich, insbesondere wegen der Schubspannungen Gl. (106). 


6. Verdrehung eines Stabes mit Rechteckquerschnitt. 


Im rechtwinkligen geradlinigen KS. (x, y,z) sei die z-Achse identisch mit der 
Stabachse. Die Bestimmungsstiicke sind r,, und t,,, die anderen Spannungen sind 
gleich Null, o, =o, =¢,=Tzy,=9. Die Verzerrungsgeschwindigkeiten lauten 


a 


: Wy» . — Wy Ve } 
© = By ? bat og Crate | . 

OV y Ov, yy || 107 
Ey aa ey’ Y ie dy ae iz “4 | ( ) 
Me? LUZ + Wy, | Wy 
aes ven — “By ‘Coa 


Die dynamische Grundgleichung ohne Massenkrifte und ohne konvektive Glieder 
(v- A)» = 0 lautet 
OC gy Wy 
2 et ae 


Cia ov 
Or > T mm SS 
> at Ox oy 


ii 
Rie 
ry 
™ 
as 
4 
8 
|& 


z (108) 
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~I 
bo 


Aus GI. (50) und (107) erhalt man die Glieder der Hauptdiagonale der Tensor- 


matrix ov ; OU nits ov, ae TH 
“Sp RG OP yea oo ee ge ae he) 
Aus Gl. (109/1, 2) und (109/3) baw. (51/2) ergibt sich die Kontinuitatsgleichung fiir in- 
kompressibile Fliissigkeiten gy, bv, | ea me see (110) 
Ox oy OR 


Die Glieder links; und rechts von der Hauptdiagonale der Tensormatrix Gl. (50) 
mit Gl. (107) und mit (v-4)G, = 0 liefern weitere Spannungs-Geschwindigkeits- 
Beziehungen 


Ov, COS Matin heres Ov, W, 1 Hy, ie 
ey ae G et “a ye Ox are Oz G at seh ge 

Nach GI. (108/1) und (111/3) mit GL. (110) bzw. nach Gl. (108/2) und (111/2) folgen 
zwei Differentialgleichungen in v, und v, 


EU, Oy oe well (1 LT | Wy 


du® ' Ox dy G22 ~~ » 0b) OL 
a 


avy OU » Orgel 

oy? scare ey a2 y (1 bat cay ee, 
Aus Gl. (108/3) und (111/2, 3) mit Gl. (110) ergibt sich die dritte Differentialgleichung 

in v, ZU av, ev, Oy, = 1 0\ Ov, 
Ox Oy? oz2 ior Vy (1 it T= at ny) 
In der Elastizitaitstheorie ist die Verschiebung w = w (x, y) also ohne z und ohne ¢; 
hiermit ergibt sich aus Gl. (113) mit v, = éw/ét die bekannte Potentialgleichung der 
elastischen Verdrehung bp Bbw 
Gx? "By? 
Gema® Gl. (111/1) kann man die Geschwindigkeiten v, und v, wie folgt ansetzen: 

Cae k » , t), 
v y f(z, t) + fh (a, t) | (114) 
Vy = —kef tz, t) + fe (y, t). J 
Der Versuch in der Elastizitaétstheorie mit den ahnlichen Ansatzen wie Gl. (114) 
zu arbeiten — wie etwa u=—kyf(z) +f, (x) und v = — kef (z) +f. (y) — gelingt 
nicht, weil die Ausdriicke o, = o, = o, = 0 das identische Verschwinden der Glieder 
Gl. (110) verlangen, namlich du/éx = dv/dy = dw/éz = 0, womit auch f, (x) = 
=f. (y) = 0 wird. Die weitere Untersuchung ergibt noch die Differentialgleichung 
ef /dz? = 0 baw. in Ubereinstimmung mit der Elastizitaitstheorie die Funktion f (z) = z. 
Aus Gl. (110) und (114) ergibt sich weiter 


(112) 


LT 


oa ih Sa af. . 

Oz ae 33 oy ; (115) 
Die Ansatze Gl. (114) und Gl. (115) lassen die Differentialgleichungen (112) und 
(113) in einer Form erscheinen, die rascher zum Ergebnis fiihrt als etwa die elastizitits- 
theoretische Gl. (113a). Es folgt also das System der Differentialgleichungen, wobei 


wegen Gl. (114) in Gl. (112) 0%v,/dx dy = @v,/ex oy = 0 und wegen Gl. (115) wird 
m Gl (113) eyec2 0 


ga — (1+ Poe) Bea SE + 2 (14S) A= 0, | 
(et ena) Meat enalion | om 
da leat 7 (1+ Tom) att wy lt a (1 + Tog) I= 0 | 
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Wegen Gl. (116/1, 2) kann jedes Glied in den eckigen Klammern der Gl. (116/3) fiir 
sich gleich Null gesetzt werden. Dann ergeben sich folgende drei Differential- 
gleichungen, die nur je eine Funktion f,, f, oder f enthalten, 


ie ie VS. Os od Pod Oh Ole Ms Phe Ee ahs 


a2? ee” Sener: sat PO oy) er “Oy? 2 at v Ot 


— 0, 
(117) 


Gl. (117/1) ist vom elliptischen Typus, wihrend GI. (117/2, 3) vom hyperbolischen 
Typus sind. Die partikularen Integrale der Gl. (117) kann man wie folgt annehmen: 


f (2, #) = (A Gin a, 2 + DGof A, z) sin A, ct e— ° 42”, 
fi (x, t) = (Bsin 2, « + E cos A, x) sin A, ot e~ 42”, (118) 
fe (y, t) = (Csin As y + F cos Az y) sin Agcte—° 42”, 
Aus Gl. (115) ergibt sich weiterhin 
Of, 


BS of 
v, = —2 (32 + 3). (119) 
Wir haben in Gl. (119) die Integrationsfunktion (x, y) = 0 gesetzt, so daB fiir 
z = 0 auch v, = 0 wird, was dem Ebenbleiben des Querschnittes z = 0 entspricht. 
Aus Gl. (119) und (118/2, 3) ergibt sich der Ausdruck fiir v, zu 


v, = — 2{A, (Boos i, x — Hsin A, x) sin A,et + 
+ dg (C cos A; y — F'sin A; y) sin A, ct} 6°42”, (120) 


Nachfolgend werden wir die instationire Spannungsinderung auBer acht lassen 
und — aus gleichen Griinden wie nach Gl. (66) — den stationaren Fall untersuchen, 
in dem wir in Gl. (111) die instationiren Glieder vernachlissigen. Die Differential- 
gleichungen (117) lauten dann 


of 1 of of, a Cf. tela ee ‘ 
ee 1 gs year ay? ee (haa) 


Die partikularen Integrale, in denen jeweils die zweite Integrationskonstante Null 
gesetzt wurde, sind 


Paw Lewn ce oe. f Bem genre) i= Cem dey en) 22) 
Aus Gl. (122), (114) und (119) erhalt man die Ausdriicke fiir die Geschwindigkeiten 


0, =kyA Sind, zer’** + Bsin A, ave—”*"*, 1 
V,= —kx A Sindze ?™ + Cain sayy e "*"!, , (123) 
0, = —2(Bi,cosd, xe—”*** +0 A, cos A, ye” *"). | 


Nach Gl. (111/2, 3) ergeben sich die Ausdriicke fiir die Schubspannungen, und 
zwar ohne instationaére Glieder 
To, =m (2 BA2Zsin A, xe? + hy A A, Col Ayze—”*"4), | 
Ty, =e (eCaesin A, ye’! _ kav A A, oj A, 2e—"*"4). | 
An den Randern eines Rechteckquerschnittes muf fiir «= + a bei jedem 
Wert von y die Schubspannung 1,, und fiir y = + 6 bei jedem Wert von 2 die Schub- 
spannung t,, verschwinden. Da dies auch fiir y = 0 in Gl. (124/1) und fiir 2 = 0 
in Gl. (124/2) gelten muB, so ergibt sich, vom trivialen Fall z = 0 abgesehen, 
g=hae md 4,70, m,n =— 1, 2,3)... yoko) 
Hiermit werden die Randbedingunnen Gl. (124) nur in vier Randpunkten (x = 0, 
y = +b) und (w= +a, y = 0) befriedigt. Allgemeiner lauten die Randbedingungen 


(124) 
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nach Gl. (124): BA,?sin A, a/C A;? sin Ajb = — y/a, in denen man spezielle Randwerte 
fiir « und y einsetzen mu. Die Verschiebungsgeschwindigkeit v, Gl. (123/38) laBt 
sich nach Gl. (125) mit Hilfe der trigonometrischen Reihen wie folgt ausdriicken: 


(= 
—v | — 


G A (126) 


7 Ny fe ee (%2)° van mom Y 
(n= 2125) Ban con 222 ++ = >) Cam cos —e 
t 
Aus Gl. (126) ergibt)sich die Verschiebung w,,,, = \ (Nn 5 oe 2M 
; 0 


za)yB Ne —»("2)% 
n a 
Unt De OOS ae i—3¢ oie 


‘ mn \2 
b YT Om og MEY mere 
Pe rath Oe eae (1 e€ ; (127) 
m \ 


Da sich nach Soretz? ein auf Verdrehung beanspruchter Stab mit Rechteckquer- 
schnitt verkiirzt, so miissen wir in Gl. (127) nur die Stabachse mit der positiven 
z-Achse (zx = 0) zusammenfallen lassen — was urspriinglich auch vorausgesetzt 
wurde —, um die rechnerischen Ergebnisse mit den experimentellen in Kinklang zu 
bringen, vorausgesetzt, daB der Klammerausdruck positiv ist. Die trigonometrischen 
Reihen in Gl. (127) dienen nur zur Berechnung der Verwolbung des Querschnittes. 

Die Ausdriicke fiir die Schubspannungen lauten mit Gl. (125) 


nw \2 
q > —vy | — t 
fea (=) > B,,n?sin == ¢ Ve] + ky Ad, Sofie 
nN 


| (128) 


! a) Ee Ry 
Ly = ; (F) 3 Cn m? sin “74 ¢ | y = bee A Gofdyze rl 
Das Drehmoment 
abt 
M=4-\\\ te —at,,) dx dy dt (129) 
00 


ergibt sich aus Gl. (129) mit 7) = 1/r A? zu 
\2 \ 


M =p (aA) oan) p> ot al ist a ae 


n 


i mm \2 
woe ’ ¢ 2k A 
o>, Fg el yf o) )|+ 31, (a? + 5?) Coj A, 2 ( L—erstgh (130) 
m ! m,n = 1, 2, 3, ot 
Dabei ist z. B. 
Ol Wenn? ==.) a4sO wee 


— | sin nae dz = 1—(—1)*= 
Ay WENT Was Aen ee 
In Gl. (130) verschwindet das Glied in den eckigen Klammern fiir alle geraden Zahlen m’ , 


nv’ = 2, 4, 6,..., woraus man fiir ¢ = oo und fiir das Stabende z = J, wo das gemessene 
Drehmoment M, wirkt, die Konstante A berechnen kann. Diese lautet 
Esing il ite 32, My 
2 kw (a A,) (b Ay) (a? + B?) Cof A, 1 (131) 


Mit der Gl. (131) sind wir in der Lage, die gréBte Schubspannung eines Rechteckes mit 
6 <a zu berechnen. Sie befindet sich an der Stelle x=0, y=b. Dann folgt nach 
Gl. (128/1) mit t=0, z2=1 die Schubspannung (t,,) = maxt = 3 M,/2.a(a? + 62), 
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bzw. fiir den Quadrat (a = 6) maxt = 0,750. M,/a?. Nach der Elastizitatstheorie 
betragt (siehe Geckeler, §. 152) maxt = 0,601. Ma, also um 25% weniger. 

Aus Gl. (130) folgt dann mit t= oo und z=/1(M= M)) fiir alle ungeraden 
Zahlen m’’, n’’ = 1, 3,5,... die erste Bedingungsgleichung fiir die Berechnung der 
Konstanten B, und C,, 


a PERE — 0, Ginn jie = ile 33s os eee (132) 


Aus Gl. (132) erhailt man durch den Vergleich der Koeffizienten 


3 ee = Cx Be = Os, Bes — Cy- usw. (133) 
Der Ausdruck fiir die Verkiirzung der Stabachse x = y = 0 ergibt sich aus Gl. (127) 


Mir —iComzul 


Re Ne eee = 
ies ve Fa } Mn = 1,25... (134) 
i mM 


das heif&t die Verkiirzung der Stabachse ergibt sich, wenn diese in der Richtung der 
positiven Koordinate z = 0 liegt und die Summanden in den Klammern positiv sind. 


Um nun die Konstanten 8B, und C,, zu bestimmen, setzen wir voraus, daB die 
gemessene Verkiirzung der Stabachse fiir das Stabende z = 1: w,,, = — Wy betragt. 
Dann folgt aus Gl. (134) fiir z = / die zweite Bedingungsgleichung fiir die Berechnung 
der Konstanten 8, und C,, die lautet: 


Se + 2S Se a A (4), (138) 
n m™ 
Entwickeln wir die Gré8e 2/4 Gl. (135) in die unendliche Reihe (s. z. B. Hiitte 1, 
S. 85) 
Ve ee ee en ee 


dann erhalten wir aus dem Vergleich der Koeffizienten in Gl. (135) folgende Be- 
ziehungen : . 


(Ve 4wyv 1 b Ge Ly me i b 
By +30, = “Se 5 (B+ % Ox) = — ge = (B+ GG), ae 
1 Dupe 1 a: 1 ae sane b ie 
F(B+26)=F(B=FG) 7(BtGej=—7(Bt+ ZG) - 
Aus GI. (136) ergibt sich aus dem weiteren Vergleich der Koeffizienten 
B,= — ie Vga: =, DB Sy usw. 
. y (137) 
Ce iS Cun Ca me C,=— Oa, usw. 


Wir brauchen also nur die Konstanten B, und C, kennen, um alle anderen Konstanten 

zu berechnen. Diese zwei Konstanten ergeben sich aus Gl. (133/1) und (1386/1) zu 
4w,vb 4 WV a 

a=Taray = Ter ae 

Hiermit ist die theoretische Untersuchung des auf Verdrehung beanspruchten Stabes 

mit Rechteckquerschnitt beendet. Die Verkiirzung der Stabachse betriégt nach 

Gl. (134) und (135) 


Wp, = & Well (139) 


19 Hiitte I, Ingenieurtaschenbuch, 27. Aufl. Berlin: W. Ernst u. Sohn. 1941. 
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Man kann noch die Frage stellen, da sich der tordierte Stab mit Kreisquerschnitt 
verlangert und mit Rechteckquerschnitt verkiirzt, was fiir ein Querschnitt keine 
Lingeninderung der Stabachse erfahren wiirde (nach Soretz). Der Weg zur Be- 
rechnung dieses Falles wiirde tiber die Randbedingung Gl. (92) und w,,, = 0 Gl. (127) 


bzw. v, = 0 GL. (123/38) fihren. 
(Eingegangen am 15. Dezember 1953.) 


Buchbesprechungen. 


Principles of Electronics. Von L. 7. Agger. Mit Textabb., VIII, 3408. London: Macmillan 
and Co., Limited. 1953. Geb. 18s. net. 


Die zunehmende Bedeutung des Studiums der Elektronik fir Studenten der Physik und 
Elektrotechnik hat das Bediirfnis nach einfachen Lehrbiichern auf diesem Gebiete geschaffen. 
Das vorliegende Buch ist aus diesen didaktischen Gesichtspunkten entstanden. Nach einigen 
einleitenden Kapiteln iiber Elektronenbewegung, thermische Elektronenemission und Elektrizitats- 
leitung in verdiinnten Gasen wird der Gegenstand, angefangen von der einfachen Diode und 
Triode, tiber Mehrelektrodenréhren zu Mehrfachverstaérkern, Schwingkreisen und den ver- 
schiedenen Modulationsprinzipien entwickelt. AnschlieBend werden Kathodenstrahlréhre und 
Photozelle besprochen. Es werden jeweils nur die grundlegenden Prinzipien und Anwendungen 
gebracht. Eine Reihe von Ubungsbeispielen beschlieBt jedes Kapitel und am Ende des Buches 
findet sich eine Sammlung ,,bewahrter“‘ Prifungsfragen. Als klares Lehrbuch von mehr 
konventionellem Charakter, das an den Studenten keine zu hohen Anspriiche stellt, dabei aber 
einen verlaBlichen Fuhrer in die Grundlagen der Elektronik darstellt, kann das Buch auch unseren 
Studenten viel Gewinn bringen. _ W. Glaser, Wien. 


Tratado de Nomografia. Von J.C. Belgrano, unter Mitarbeit von A. L. Nieto und J. M. Urcelay. 
Mit Textabb., XII, 387 8. Madrid: Instituto técnico de la Construccién y del Cemento. 1953. 
Ptas. 125.—. 


Dieses Lehrbuch der Nomographie ist das erste bedeutende in spanischer Sprache, verdient 
aber wegen seiner weitgespannten Konzeption internationale Beachtung. Zum Unterschied von 
den oft recht oberflachlichen und sich tber Trivialitaéten verbreiternden ,,Einfiihrungen“, an 
welchen durchaus kein Mangel herrscht, zeichnet sich das vorliegende Werk durch bemerkenswerte 
Allgemeinheit und auSerordentlichen Ideenreichtum bei praziser mathematischer Formulierung 
aus und weicht auch tieferen Fragestellungen nicht aus. Der Stoff ist in fiinf Kapitel gegliedert, 
die der Reihe nach den Grundlagen, Netztafeln, Fluchttafeln und Nomogrammen mit einfachen 
bzw. besonderen Ablesetransparenten gewidmet sind. Besonders herausgestellt werden jeweils 
die ,,3 Probleme der Nomographie“, naémlich: Ermittlung der zu einem bestimmten Darstellungs- 
typ gehérigen kanonischen Gleichungsform, Entscheidung der nomographischen Darstellbarkeit 
einer vorgelegten mathematischen Funktion, approximative Darstellbarkeit einer empirischen 
Abhangigkeit. Die zahlreichen, meist neuartigen und den verschiedensten Anwendungsgebieten 
entnommenen Beispiele dienen eigentlich jeweils nur zur Erlauterung der behandelten Prinzipien, 
sind aber recht ausfuhrlich gehalten. — Das vielseitige, den klassischen Standardwerken zur 
Seite stellbare Lehrbuch ist sicher nicht fiir den Anfanger geeignet, wird aber mit seinen vielen 
originalen Beitragen sowohl dem theoretisch wie auch dem praktisch orientierten Kenner vieles 
zu bieten haben. W. Wunderlich, Wien. 


Technische Dynamik. Von C. B. Biezeno und R.Grammel. Zweite, erweiterte Auflage. Erster 
Band: Grundlagen und einzelne Maschinenteile. Mit 413 Textabb. und 2 Anhingen, 
XII, 69958. Geb. DM 66.—. — Zweiter Band: Dampfturbinen und Brennkraft- 
maschinen. Mit 315 Textabb. und 3 Anhangen, VIII, 4528. Geb. DM 44.—. Berlin- 
Gottingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1953. 


Das Fehlen dieses seit einer Reihe von Jahren vergriffenen und an vielen wissenschaftlichen 
Instituten und Bibliotheken infolge Kriegseinwirkung nicht mehr vorhandenen Werkes wurde 
von den daran interessierten Fachkreisen schon lange als eine arge Liicke empfunden, die durch 
einen in Amerika ,,in the public interest‘‘ hergestellten photomechanischen Nachdruck nur teil- 
weise geschlossen werden konnte. Die Neuauflage dieses Werkes von hohem wissenschaftlichem 
Range wird daher lebhaft begriiBt werden, und zwar nicht bloB von den Maschineningenieuren, 
fiir die es vor allem geschrieben ist, sondern auch von allen jenen, die sich mit der hoheren Festig- 
keitslehre zu befassen haben; denn das Werk behandelt bei Auffassung der Dynamik als Lehre 
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von den Kraften sowohl kinetische als auch statische (elastizitétstheoretische) Probleme des 
Maschinenbaues in musterhafter Art. 

Das urspriinglich in einem iiber 1000 Seiten starken Bande ohne Sachregister erschienene 
Werk erfuhr nun eine zweckmaBige Teilung in zwei handliche Bande bei Beibehaltung der 
Gliederung des Gesamtstoffes in vier groBe Abschnitte. Jedem Bande ist nun auch ein aus- 
fihrliches Sachverzeichnis der beiden Bande angefiigt, das ihre Bentitzung erheblich erleichtert. 

Der erste Band behandelt die Grundlagen (Grundgesetze und allgemeine Theoreme der 
Elastomechanik und die Lésungsmethoden) sowie die Berechnung einzelner Maschinenteile 
(Stab, Welle, Feder und Ring, Platte und Schale) einschlieBlich der Ausweichprobleme; der 
zweite Band befaBt sich mit der Dynamik der Dampfturbinen (rotierende Scheiben, Schwingungen 
der Schaufeln, kritische Drehzahlen der einfach und mehrfach besetzten Wellen) und mit der 
Dynamik der Brennkraftmaschinen (Massenausgleich bei den verschiedenen Motoren, Leistungs- 
ausgleich bei Hin- und Mehrzylindermaschinen, Drehschwingungen). Die zweite Auflage bot 
den beiden Verfassern Gelegenheit zu zahlreichen Verbesserungen und zur Umarbeitung mehrerer 
Kapitel, z. B. jenes iiber die Umstiilpung symmetrischer Ringe und iiber die Schraubenfeder 
mit Beriicksichtigung der neuen Arbeiten von Haringx. Einige Kapitel des ersten Bandes er- 
hielten wesentliche Ergainzungen; von diesen seien hervorgehoben die Cross-Methode, erlautert 
am Beispiel des mehrfach gestiitzten Stabes, die Relaxationsmethode von R.v. Southwell, 
deren Anwendung am Problem der Torsion des geraden Stabes mit Rechteckquerschnitt gezeigt 
wird, das Verfahren von Koiter zur rechnerischen Ermittlung der Stiitzenmomente des mehrfach 
elastisch gestiitzten Stabes und die Berechnung der zweifach durchlochten Scheibe nach 
K. J. Schulz; ferner die Methode von Biezeno und Koch zur Ermittlung der mittragenden 
Breite eines periodisch durch Versteifungsringe verstaérkten Zylinders sowie die von R. Grammel 
erstmals gestellten und gelésten Scherprobleme bei Staben, Wellen und bei Kreisplatten. Der 
zweite Band wurde bereichert durch die ausftihrliche Behandlung der Schwingungstilgung durch 
Flehkraftpendel. 

Bei der ungemein klaren und anschaulichen Darstellung, die das ganze Werk auszeichnet, 
aus dem auch der Bauingenieur vielfachen Nutzen ziehen wird, wurde man darin gerne noch 
weitere wichtige Forschungsergebnisse des vergangenen Jahrzehnts behandelt sehen (erweiterte 
Schalentheorie, nichtlineare Schwingungen, Platten mit groBer Ausbiegung, Plastizitaétsprobleme), 
deren Beriicksichtigung freilich den Buchumfang erheblich vergr6Bert hatte. 

Das groBe Gebiet der Dynamik des Kreisels blieb auch in der zweiten Auflage unberiicksichtigt ; 
dieses ist in aller Ausfithrliichkeit vom zweitgenannten Verfasser in seinem schon lange Zeit ver- 
griffen gewesenen, nun aber in zweiter, neubearbeiteter Auflage erschienenen zweibaindigen Werke 
,DVer Kreisel‘‘ behandelt. 

Der betrachtliche Anteil der beiden Verfasser an der neueren Entwicklung der technischen 
Dynamik ist so recht daran zu erkennen, dai} sie mit ihren eigenen Untersuchungen und neu- 
artigen Lésungsmethoden zu fast allen Kapiteln dieses scho6nen Werkes in hohem Mage bei- 
tragen konnten. 

Mit der Reichhaltigkeit seines Inhaltes und den nicht nur mathematisch formulierten, sondern 
in der Regel bis zur vollstaéndigen und numerisch ausgewerteten Lésung durchgefiihrten praktisch 
wichtigen schwierigen Problemen der technischen Mechanik wird dieses vorbildliche Standard- 
werk dem wissenschaftlich arbeitenden Ingenieur und den nach Vertiefung der Mechanikkenntnisse 
strebenden Studierenden ein zuverlassiger Ratgeber und Helfer bei Behandlung schwieriger Fragen. 
der Elastizitatslehre und der Kinetik sein. K. Federhofer, Graz. 


Die Bemessung der Stahlbetonbauteile nach Onorm B 4200, 4. Teil, unter besonderer Beriick- 
sichtigung des Traglastverfahrens. Erlauterungen, Tabellen und Zahlenbeispiele. Von Kk. Jager. 
Mit 15 Textabb., 45 S. Wien: Manzsche Verlags- und Universitatsbuchhandlung. 1953. S 32.—. 


Nach fast achtjahrigem Bemiihen hat der ésterreichische FachnormenausschuB fiir Stahl- 
beton das Normblatt B 4200, 4. Teil, iiber die Berechnung und Ausfiihrung der Stahlbeton- 
bauwerke herausgebracht. Darin wird, in Osterreich erstmalig, neben den bisher gebrauchlichen 
Gebrauchslastverfahren (n = Berechnungsverfahren) auch fir biegebeanspruchte Stahl- 
betonwerke das Traglastverfahren zugelassen. Es ist nicht Aufgabe der Normung, ein Be- 
rechnungsverfahren und die Hilfsmittel dazu darzustellen. Sie mu8 sich auf die Feststellung 
der diesem zugrunde zu legenden Festigkeits- und Verformungseigenschaften der Baustoffe Beton 
und Stahl beschranken. Dem Beniitzer dieser Normvorschriften ist aber damit allein nicht 
gedient, solange die Berechnungsmethoden des Traglastverfahrens nicht allgemeines Wissensgut 
geworden sind. ; : 

Die vorliegende Schrift Jagers ist aus diesem Bediirfnis heraus entstanden und wird daher 
von den Stahlbetonstatikern gerne begriBt. 

Der Verfasser bringt darin eine kurz gefaBte Theorie sowie Tafeln als Hilfsmittel zur Ver- 
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einfachung der Berechnung und in kleinerem Umfang Zahlenbeispiele, die die Anwendung dieser 
Hilfsmittel aufzeigen. Seine Entwicklungen beruhen auf den durch die Norm vorgeschriebenen 
parabolisch geformten Arbeitslinien des Betons und den idealisierten Stahlarbeitslinien. Fur das 
daraus entstehende Spannungsverteilungsgesetz hat der Verfasser bereits in seinem, im gleichen 
Verlag 1948 erschienenen Buch ,,Festigkeitsnachweis im Stahlbetonbau‘‘ die Grundlagen auf- 
gestellt. 

Das Traglastverfahren errechnet die zugelassene Baulast tiber den im allgemeinen mit 1,7 
festgesetzten Sicherheitsgrad aus einem Grenzspannungszustand im Stahlbetonbaukérper, der 
im Gegensténdlichen als ,,unertraglicher Verformungszustand* angenommen wird. Uber letzteren 
gehen die Ansichten’ der engeren Fachleute nicht einig. Die in der Norm als auch in der vor- 
liegenden Schrift angenommenen Grundlagen liegen jedoch auf der Seite der gréBeren Sicherheit. 
Die Ersteinfiihrung dieser Berechnungsmethode mag daher als Ausgangsstellung fiir weitere 
Entwicklungen seine gute Berechtigung haben. Ff. Pongratz, Wien. 


Thermodynamische Grundlagen. Bearbeitet von R. Plank. (Handbuch der Kaltetechnik. Unter 
Mitarbeit zahlreicher Fachleute herausgegeben von R. Plank: II. Band.) Mit 169 Textabb., 
XII, 3848. Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1953. Geb. DM 48.—. 


Das Handbuch der Kaltetechnik wird im ganzen 12 Bande von je rund 400 Seiten umfassen, 
von denen bisher der IX. Band (Biochemische Grundlagen der Lebensmittelfrischhaltung) und 
der vorliegende II. Band erschienen sind, wahrend sich die tibrigen Bande in Vorbereitung befinden. 

Die ,,Thermodynamischen Grundlagen‘‘ unterscheiden sich von den vielen, in letzter Zeit 
erschienenen Biichern der angewandten Warmelehre in erster Linie durch besondere Beritick- 
sichtigung der fir den Kaltetechniker wichtigen Zusammenhange. 

Ferner ist der an sich bekannte Stoff hier in leicht verstandlicher, ausfiihrlicher und sehr 
einpragsamer Weise behandelt, so da das Werk als Lehrbuch der Warmelehre auch ohne Zu- 
sammenhang mit den tbrigen Banden des Handbuches geeignet erscheint. 

Inhaltlich sind besonders die umfangreichen Abschnitte tuber Kreisprozesse, Zustands- 
gleichungen, den elementaren und integralen Thomson-Joule-Effekt, den Entwurf thermo- 
dynamischer Diagramme usw. hervorzuheben. Die Zweistoffgemische, Losungen und Mischungen 
sind der Bedeutung der Sorptionsanlagen entsprechend eingehend behandelt. Diagramme der 
verschiedensten Art sowie Zahlentafeln untersttitzen die Ausftthrungen. Die Ausstattung des 
Buches mit Inhalts-, Namen- und Sachverzeichnis sowie die Stoffeinteilung sind mustergiiltig. 

Dem Entschlu8 des Autors, das mechanische Warmeadquivalent A = 1/427 in den Energie- 
gleichungen vorlaufig beizubehalten, kann beigepflichtet werden, denn Warme ist nicht ganz 
das gleiche wie Arbeit. 

Das Erscheinen des Werkes ist nicht nur vom Standpunkt des Kaltetechnikers, sondern 
ganz allgemein als wertvolle Neuerscheinung auf dem Gebiete der technischen Warmelehre zu 
begriiBen. C. Kammerer, Wien. 


Die Ubersetzungen der Zusammenfassungen wurden vom Dokumentations-Zentrum der Technik, Wien, durchgefiihrt. 


Herausgeber und Higentiimer: Springer-Verlag in Wien I, Mélkerbastei 5. — Fiir den Inhalt verantwortlich: Prof. Dr. Franz 
Magyar, Wien IV, Technische Hochschule, Karlsplatz 13. — Druck: Manzsche Buchdruckerei, Wien IX, Lustkandlgasse 52. 
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Bau und Bildung der Kristalle. Dice Architektonik der stofflichen Welt. Von Professor 
_ Dr. Franz Raaz, Mineralog.-petrogr. Institut der Universitit Wien, und Professor Doktor 
Alexander Kohler, Institut fiir angewandte Mineralogie der Technischen Hochschule Wien. 
Mit 166 Textabbildungen. V, 185 Seiten. 1953. Ganzleinen 8 96.—, DM 18.—, $ 4.30, sfr. 18.50 


Einfiihrung in die Untersuchung der Kristallgitter mit Réntgenstrahlen. 
Eine elementare Darlegung der Methoden mit Aufgaben. Von Dr. phil. Friedrich Trey, 
a. 0. Professor fiir Physik an der Montanistischen Hochschule Leoben, und Dr. phil. Wilhelm 
Legat, Assistent an der Lehrkanzel fir Physik der Montanistischen Hochschule Leoben. 


_ Mit 67 Textabbildungen und 1 Nomogramm. VI, 113 Seiten. 1954. 


Steif geheftet S 75.—, DM 12.50, $3.—, sfr. 12.80 


Verfarbung und Lumineszenz. Beitrage zur Mineralphysik. Von Prof. Dr. Karl Przibram, 


emer. 0. Prof. fiir Physik an der Universitat Wien. Mit 69 Textabbildungen. XIII, 275 Seiten. 
1953. Ganzleinen S 210.—, DM 34.70, $ 8.25, sfr. 35.50 


Fehier und Fehlerschutz in elektrischen Drehstromanlagen. Von Dr.-Ing. Dr. tech. 


Hans Titze, Baden (Schweiz). In zwei Banden. 
Erster Band: Die Fehler und ihre Berechnung. Mit 100 Textabbildungen. VII, 170 Seiten. 
1951. Ganzleinen S 144.—, DM 24.—, $5.70, sfr. 24.50 
Zweiter Band: Der Fehlerschutz. Mit 231 Textabbildungen. X, 302 Seiten. 1953. 
Ganzleinen § 235.—, DM 39.—, $9.40, sfr. 40.— 


Lehrbuch des Stahlbetonbaues. Grundlagen und Anwendungen im Hoch- und Briicken- 
bau. Von Dipl.-Ing. Prof. Dr. techn. Adolf Pucher, Graz. Zweite, verbesserte und vermehrte 

_ Auflage. Mit 321 Textabbildungen. X, 331 Seiten. 1953. e 

be ; Ganzleinen S 192.—, DM 32.—, $7.60, sfr. 32.70 


Treibstoffe fiir Verbrennungsmotoren. Von Dr. Ing. Franz Spausta, Wien. Zweite, 
_vollstaéndig umgearbeitete und vermehrte Auflage. In zwei Banden. 


Erster Band: Flissige Treibstoffe und ihre Herstellung. Mit 153 Textabbildungen und 83 Tabellen. 
X, 366 Seiten. 1953. Ganzleinen S 228.—, DM 45.60, $ 10.85, sfr. 46.50 


Zweiter Band: Eigenschaften und Untersuchung der fliissigen Treibstoffe. Die gasférmigen 
Treibstoffe. Mit 290 Textabbildungen und 94 Tabellen. VIII, 482 Seiten. 1953. 
: Ganzleinen S 324.—, DM 54.—, §$ 12.90, sfr. 55.50 


Soeben beginnt zu erscheinen ; 


Handbuch der chemischen Untersuchung der Textilfaserstoffe. Von Dr. phil. 
Herbert M. Ulrich, behérdlich befugter und beeideter Zivilingenieur fiir technische Chemie, 
Lehrbeauftragter fiir Textilchemie an der Technischen Hochschule Wien. In vier Banden. 

Erster Band: Vorarbeiten und allgemeine Methoden. Feuchtigkeitsbestimmung. Qualitative 
und quantitative Faseranalyse. Anhang: Réntgenographische Faseruntersuchung. Mit 69 Text- 
abbildungen. XVIII, 330 Seiten. 1954. — 

Vorbestellpreis, giiltig bis 80. April 1954: Ganzleinen S 258.—, DM 43.—, $ 10.25, sfr. 44.10 
- _Endgiiltiger Ladenpreis: Ganzleinen S 324.—, DM 54.—, $12.85, sfr. 55.30 
Bei Verpflichtung zur Abnahme des gesamten Handbuches gilt der Vorbestellpreis weiter als Subskriptionspreis. 


In der Folge werden erscheinen: 


- “weiter Band: Chemismus, Eigenschaften und Einsatz der textilen (nicht veranderten) Faser- 


stoffe und ihre Priifung. ze 

Dritter Band: Ermittlung und Bestimmung der Faserfremdkorper. Untersuchung physikalisch 
oder chemisch veranderter Fasern (Sonderausriistungen). Nachweis und Bestimmung von Kunst- 
stoffen auf der Faser. 

Vierter Band: Bestimmung und Untersuchung der Faserschadigungen und der Faserfehler. 
Mikromethoden fiir die faseranalytische Untersuchung, Standardisierung (Normung) von chemischen 
Textilpriifmethoden. Einiges iiber Etikettierung (Qualitatsmarken, Gitezeichen). 

Das Gesamtwerk wird bis Ende 1955 vorliegen. In gewissen Zeitabstinden sind Ergdnzungsbinde vorgesehen. 


Die Kiipenfarbstoffe und ihre Verwendung in der Farberei und im Zeugdruck. 
Von Dr. Franz Weiss, Wimpassing im Schwarzatale. Mit einem Beitrag von Dr. W. Reif, 


ien. Mit 23 Textabbildungen. X, 371 Seiten. 1953. 
NS Saale abe es Ganzleinen § 264.—, DM 44.—, $ 10.50, sfr. 45.20. 
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Soeben erschien : 


Hydraulik 


Ihre Grundlagen und praktische Anwendung 
Von 


o. Prof. Dr. Josef Kozeny 


Vorstand ee pee fiir Hydraulik, Siedlungswasserwirtschaft. Verkehrswasserbau 
landwirtschaftlichen Waceerbau, ite Technische Hochschule Wi 


"Mit 544 Textabbildungen. XI, 588 Seiten. 1953 
Ganzleinen § 528.—, DM 88.—, $ 21.—, sfr. 90.— 2 


Das angekiindigte Werk wurde fiir die unmittelbare Praxis des 'Wasserbaucs geschrieben, aber 
die Theorie eingehender als in anderen Hydraulikbiichern behandelt. Die Probleme der Hydraulik — 
sind heute andere als friiher, und besonders in der Wasserwirtschaft gilt es, zahlreiche hydraulische 
Aufgaben zu lésen, wobei der Anwendung die machtige Entwicklung dieser Wissenschaft in den — 
letzten Jahrzehnten zugute kommt. Der Autor hielt es daher fiir richtig, dem Hydrotekten in 
knapper Form das Riistzeug zu vermitteln, das ihn zur kritischen Beurteilung der empirischen — 
Formeln und Berechnungsvorschriften befahigt. Besonders betont wurden daher die Grundlagen 
der Potentialstrémung, von der Vektorrechnung wurde nur dort Gebrauch gemacht, wo sie fiir 
eine tibersichtliche Arbeit geeignet schien, eine Formelsammlung wurde ftir den Gebrauch des 
Praktikers beigefiigt. Somit ist ein fiir den Ingenieur wichtiges Lehr- und Nachschlagewerk 
entstanden, das aber auch dem Wissenschaftler Anregung Zar eee, mancher noch 
ungelosten Frage gibt. 


Blatter fiir Technikgeschichte 


Herausgegeben vom Technischen Museum fiir Industrie und Gewerbe in Wien — 
Forschungsinstitut fir Technikgeschichte ae : 


Schriftleitung: J. Nagler, Wien 


Vierzehntes Heft 
Mit 48 Abbildungen. V, 108 Seiten. 1952 
§ 40.—, DM 8.—, $ 1.90, sfr. 8.20 


Funfzehntes Heft 
Mit 30 Abbildungen. V, 112 Seiten. 1953 
S 40.—, DM 6.60, $1.55, sfr. 6.70 


Sonderheft: Nikola Tesla-Kongres fiir Wechsel- und Drehstromtechnik, 6. bis 13. September 1958 


Mit 36 Abbildungen. 95 Seiten. 1953 
§ 35.—, DM 5.80, $1.40, sfr. 6.— 


Wasserrechtliche 
Berufungsentscheidungen und Erkenntnisse 
1949 bis 1952 


Von 
Ministerialsekretér Dr. Paul Grabmayr, Wien 


III, 73 Seiten. 1953. (Schriftenreihe des Osterreichischen Wssservatianhiat ayerbonae Heft 2oja1 ) ate 
Steif geheftet S 30.—, DM 5.—, $1.20, sfr. 5.20 eat 


Inhaltsverzeichnis: Statistische Ubersichten. — Der Warirultingeoestohtandt in Wasserrechtssachen. — Vi wf s 3 
rechtliche Entscheidungen. — Entscheidungen zum Wasserbautenférderungsgesetz. — Entscheidungen zum oH orianenae 
(von den rechtlichen Higenschaften der Gewasser; der Benutzung der Gewiisser; den’ Zwangsrechten; den Mikes cymes. 
schaften, Wasserwerksgenossenschaften und Wasserverbiinden und von den Behérden und Verfahren). ; 
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